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前言

为了帮助临近期末考试的同学们做最后的考前突击，我们编写了这份资料，希

望它对同学们的期末复习起到帮助。下面介绍一下本资料的编写思想：为了与课堂

笔记以及往年的期末习题集区分开来，我们把本资料定位成一个“例题精讲”类型

的复习资料，它可能不像书本以及课堂笔记那样全面详实，也不像往年期末习题集

那样呈现多套完整的试题，而是注重于考试重点的讲解。因此，它肯定不可能包含

所有课本知识，而是考试中重点内容的呈现。为了保证此资料的连贯性，我们将会

按照课本章节的顺序将各个重点串联起来，采用考点分类的方式来区分各个部分。

紧接着，在具体到某一个考点时，我们会在一开始将有关的重要的公式与解题思想

方法简略的罗列出来，然后再进行例题的讲解。在呈现例题时，我们将通过一些特

别的方式，比如：

ä“升级式”（就是先通过一道简单的问题引入，然后对此题的难度进行升级，

由浅入深。）

ä“一题多问式”（就是讲一道题进行扩展，在一道题的框架下，将与其相关的

考点以小问的形式一一排序呈现，达到做一道题就能掌握多个考点的目的。）

ä“一题多解”（便于大家对于解法进行挑选，用自己能掌握的解法）

以及对某个例题的细致讲解。因此，我们的例题肯定不会仅仅只有答案，而是配有

详细的讲解以及一些思想方法，它们的价值远比答案重要。综上所述，这是一本以

“讲”为主的资料，它注重于课本的重点，试卷的考点，以及做题思想和方法的总

结，以此来达到“以少胜多”的目的。

同时，由于编者水平所限，编写过程中难免会出现错误，欢迎读者指正。对本

书的建议，请通过 QQ：2291139721(物理实验班 001蔡子坚)联系编者，我们感激
您的宝贵意见！

最后，祝各位同学期末考试顺利！

1
Qian Yuan Xue Fu
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第一章

§1.1 求极限

1.1.1 概述

求极限问题是每年期末考试必考内容，理论上掌握以下八种方法就可以解答

所有题目 (但事实上是不可能的)：

1. 利用有理运算法则
2. 利用基本极限 (重点牢记以下内容)：

ä lim
𝑥→0

sin 𝑥
𝑥 = 1

ä
⎧⎪
⎨
⎪⎩

lim
𝑥→∞

(1 + 1
𝑥)𝑥 = e

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
1
𝑥 = e

ä lim
𝑥→0

𝑎𝑥 − 1
𝑥 = ln 𝑎

ä
⎧⎪
⎨
⎪⎩

lim
𝑛→∞

𝑛√𝑎 = 1 (常数𝑎 > 0)

lim
𝑛→∞

𝑛√𝑛 = 1

ä lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑥𝑛 + ⋯ + 𝑎0
𝑏𝑚𝑥𝑚 + ⋯ + 𝑏0

=

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎𝑛
𝑏𝑚

,𝑛 = 𝑚

0 ,𝑛 < 𝑚
∞ ,𝑛 > 𝑚

ä lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

1 ,𝑥 = 1
0 , |𝑥| < 1
∞ , |𝑥| > 1
不存在 ,𝑥 = −1

ä lim
𝑛→∞

e𝑛𝑥 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1 ,𝑥 = 0
0 ,𝑥 < 0
∞ ,𝑥 > 0

3. 利用等价无穷小替换
4. 利用夹逼准则
5. 利用单调有界准则与递推关系

2
Qian Yuan Xue Fu



钱
院
学
辅

§1.1 求极限

6. 利用 𝐿′𝐻 ̂𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙法则
7. 利用带 𝑃 𝑒𝑎𝑛𝑜余项的 𝑇 𝑎𝑦𝑙𝑜𝑟公式
8. 利用定积分或者导数的定义

对以上方法烂熟于心，并不一定能解决所有极限问题，因为某些极限问题需要同

时运用多种方法，很难想到。但当你系统地整理一遍这些方法后，将会有很大的提

升。

笔者认为求极限问题大致有三种表现形式：

ä 单纯求极限问题 (包括以极限定义的函数)
ä 渐近线问题

ä 间断点问题

这些将在举例中具体说明 (均是期末真题哦)，同时不要忘了关注注记的内容。

1.1.2 例题分析

单纯极限问题

练习 1

求极限 lim
𝑥→0

e𝑥 − sin 𝑥 − cos 𝑥
ln(1 + 𝑥2)

。

分析

这是相对简单的求极限问题，既可以利用等价无穷小替换与 𝐿′𝐻 ̂𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙法
则，也可以等价无穷小结合 𝑇 𝑎𝑦𝑙𝑜𝑟公式使用。下面给出两种解法。

解法 1

lim
𝑥→0

e𝑥 − sin 𝑥 − cos 𝑥
ln(1 + 𝑥2)

= lim
𝑥→0

e𝑥 − sin 𝑥 − cos 𝑥
𝑥2 (1.1)

= lim
𝑥→0

e𝑥 − cos 𝑥 + sin 𝑥
2𝑥 (1.2)

= lim
𝑥→0

e𝑥 + sin 𝑥 + cos 𝑥
2 (1.3)

= 1 (1.4)

解法 2

3
Qian Yuan Xue Fu
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第一章

lim
𝑥→0

e𝑥 − sin 𝑥 − cos 𝑥
ln(1 + 𝑥2)

= lim
𝑥→0

e𝑥 − sin 𝑥 − cos 𝑥
𝑥2 (1.5)

= lim
𝑥→0

(1 + 𝑥 + 1
2 𝑥2 + 𝑜(𝑥2)) − (𝑥 + 𝑜(𝑥2)) − (1 − 1

2 𝑥2 + 𝑜(𝑥2))
𝑥2

(1.6)

= lim
𝑥→0

𝑥2 + 𝑜(𝑥2)
𝑥2 (1.7)

= 1 (1.8)

练习 1升级

计算极限 lim
𝑥→0

∫𝑥
0 (𝑡 sin 𝑡 + tan3 𝑡 ⋅ ln 𝑡) d𝑡
cos 𝑥 ∫𝑥

0 ln2(1 + 𝑡) d𝑡

分析

这道题属于较为复杂的求极限问题，一是有变上限积分，二是因式比较多。

一般存在变上限积分是都可以洛，本题也一样，但是不能直接洛，不然越来

越复杂，要先提出 cos 𝑥再洛。具体过程见下。

解

lim
𝑥→0

∫𝑥
0 (𝑡 sin 𝑡 + tan3 𝑡 ⋅ ln 𝑡) d𝑡
cos 𝑥 ∫𝑥

0 ln2(1 + 𝑡) d𝑡
= lim

𝑥→0
𝑥 sin 𝑥 + tan3 𝑥 ⋅ ln 𝑥

ln2(1 + 𝑥)
⋅ lim

𝑥→0
1

cos 𝑥 (1.9)

= lim
𝑥→0

𝑥 ⋅ 𝑥
𝑥2 + lim

𝑥→0
𝑥3 ⋅ ln 𝑥

𝑥2 (1.10)

= 1 + 0 (1.11)

= 1 (1.12)

4
Qian Yuan Xue Fu
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§1.1 求极限

注记

ä 对于我们学校的求极限题绝不可能轻易洛出来，能洛时要先作简化处

理，懂得见好就收。

ä 优先考虑等价无穷小替换。熟记常见的等价无穷小，此处不再一一列

举。

下面将着重讲讲利用定积分定义求极限。

练习 2

极限 lim
𝑛→∞

( 1
√4𝑛2 − 12

+ 1
√4𝑛2 − 22

+ ⋯ + 1
√4𝑛2 − 𝑛2

) = .

分析

看到和式的极限我们应该首先想到用定积分的定义。这种方法的关键在于在

通式中找到
𝑘
𝑛 和

1
𝑛 分别作为定积分里面的 𝑥和 d𝑥，这道题只需提出一个 1

𝑛
就解决问题了。

解

lim
𝑛→∞

( 1
√4𝑛2 − 12

+ 1
√4𝑛2 − 22

+ ⋯ + 1
√4𝑛2 − 𝑛2

) = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

1

√4 − (
𝑘
𝑛 )

2

(1.13)

= ∫
1

0

1
√4 − 𝑥2

d𝑥 (1.14)

= arcsin 𝑥
2 |

1

0
(1.15)

= 𝜋
6 (1.16)

练习 2升级

极限 lim
𝑛→∞

𝑛

∑
𝑘=1

(𝑘 + 1
𝑛)

2
⋅ tan 1

𝑛3 = .

5
Qian Yuan Xue Fu
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第一章

分析

本题基本思路依然是构造定积分定义，但是直接看容易找不到头绪，因为式

中的 tan让整个问题很难处理。此时不要忽略了 tan 1
𝑛3 是和式的公因子，把

它提出来再用等价无穷小代换变为
1
𝑛3，再去处理和式，问题就得以解决了。

详见下。

解

lim
𝑛→∞

𝑛

∑
𝑘=1

(𝑘 + 1
𝑛)

2
⋅ tan 1

𝑛3 = lim
𝑛→∞

𝑛

∑
𝑘=1

(𝑘 + 1
𝑛)

2
⋅ 1

𝑛3 (1.17)

= lim
𝑛→∞

𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑛3 (𝑘2 + 2𝑘

𝑛 + 1
𝑛2 ) (1.18)

= lim
𝑛→∞

𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑛 (

𝑘
𝑛 )

2
+ lim

𝑛→∞
2
𝑛2

𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑛

𝑘
𝑛 + lim

𝑛→∞

𝑛

∑
𝑘=1

1
𝑛5

(1.19)

= ∫
1

0
𝑥2 d𝑥 + lim

𝑛→∞
2
𝑛2 ⋅ ∫

1

0
𝑥 d𝑥 + lim

𝑛→∞
1
𝑛4 (1.20)

= 1
3 + 0 + 0 (1.21)

= 1
3 (1.22)

注记

ä 并不是所有和式极限都可以套定积分定义，比如 lim
𝑛→∞

𝑛

∑
𝑛=1

1
√𝑛2 + 𝑘

是利

用夹逼准则求解的 (详细过程参见教材)，总之要在通式中整理出 𝑘
𝑛 与

1
𝑛 才能顺利使用定积分定义。

ä 如果不想死记套路最好理解原理 (教材上有关定积分定义的内
容)，其实由取法的任意性可以知道，上述 𝑘

𝑛 部分有很多取法

6
Qian Yuan Xue Fu
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§1.1 求极限

(
𝑘 − 1

𝑛 ,
𝑘 − 2

3
𝑛 , 𝑒𝑡𝑐

)
，而

1
𝑛 也仅仅适用于长度为 1 的区间。但最常出

现的是
𝑘
𝑛 和

1
𝑛 对应∫

1

0
𝑓(𝑥) d𝑥。

ä 定积分定义有时也和夹逼准则一起使用。

下面将介绍夹逼准则的应用。

练习 3

证明对任意正整数 𝑝,函数极限 lim
𝑥→+∞

1
𝑥2 ∫

𝑥

0
𝑡| sin 𝑡|𝑝 d𝑡存在。(本题摘录自一个大

题，前问已证明∫
𝑛𝜋

0
𝑥| sin 𝑥| d𝑥 = 𝑛2𝜋)

分析

一般此类看上去没有思路的题，要去思考上一问的结论或者是思想方法，即

进行换元处理：

𝐼𝑛 = ∫
𝑛𝜋

0
𝑥| sin 𝑥| d𝑥 𝑡=𝑛𝜋−𝑥= ∫

𝑛𝜋

0
(𝑛𝜋 − 𝑡)| sin 𝑡| d𝑡 (1.23)

= 𝑛𝜋 ∫
𝑛𝜋

0
| sin 𝑡| d𝑡 − 𝐼𝑛 (1.24)

= 𝑛2𝜋 ∫
𝜋

0
sin 𝑡 d𝑡 − 𝐼𝑛 (1.25)

∴𝐼𝑛 = 𝑛2𝜋 (1.26)

既然第一问积分上限给出的是整数倍 𝜋，我们自然可以想到利用夹逼准则用
整数倍 𝜋 去夹 𝑥，这样我们可以把积分算出来，一旦左右结果相等，便得证
了。详细过程见下。

解

7
Qian Yuan Xue Fu
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第一章

仿照分析里面的做法，我们做一个预备工作：

𝐼𝑛 = ∫
𝑛𝜋

0
𝑥| sin 𝑥|𝑝 d𝑥 𝑡=𝑛𝜋−𝑥= ∫

𝑛𝜋

0
(𝑛𝜋 − 𝑡)| sin 𝑡|𝑝 d𝑡 (1.27)

= 𝑛𝜋 ∫
𝑛𝜋

0
| sin 𝑡|𝑝 d𝑡 − 𝐼𝑛 (1.28)

= 𝑛2𝜋 ∫
𝜋

0
sin𝑝 𝑡 d𝑡 − 𝐼𝑛 (1.29)

∴𝐼𝑛 = 𝑛2𝜋
2 𝐴 (令∫

𝜋

0
sin𝑝 𝑡 d𝑡 = 𝐴) (1.30)

此处令为 𝐴的操作，是因为我们可以证明∫
𝜋

0
sin𝑝 𝑡 d𝑡一定存在 (此处略去)。

接下来进入正式解题：

令 𝑛 = [
𝑥
𝜋 ]，则：

1
(𝑛 + 1)2𝜋2 ∫

𝑛𝜋

0
𝑡| sin 𝑡|𝑝 d𝑡 < 1

𝑥2 ∫
𝑥

0
𝑡| sin 𝑡|𝑝 d𝑡 < 1

𝑛2𝜋2 ∫
(𝑛+1)𝜋

0
𝑡| sin 𝑡|𝑝 d𝑡

(1.31)

𝑛2𝐴
2(𝑛 + 1)2𝜋

< 1
𝑥2 ∫

𝑥

0
𝑡| sin 𝑡|𝑝 d𝑡 < (𝑛 + 1)2𝐴

2𝑛2𝜋
(1.32)

∵ lim
𝑛→∞

𝑛2𝐴
2(𝑛 + 1)2𝜋

= lim
𝑛→∞

(𝑛 + 1)2𝐴
2𝑛2𝜋

= 𝐴
2𝜋 (1.33)

∴ lim
𝑥→+∞

1
𝑥2 ∫

𝑥

0
𝑡| sin 𝑡|𝑝 d𝑡 = 𝐴

2𝜋 (1.34)

证毕。

注记

ä 这类题是难题，做不对也不用气馁哦。

ä 这道题排版尤其不容易，如果觉得写得不错就把这本资料分享给更多

小伙伴吧！

补充训练

还有一些思路比较特殊的题在这里一并呈现给大家，说不定期末考试就考了

呢(*^_^*)。
练习 4

8
Qian Yuan Xue Fu
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§1.1 求极限

(1) lim
𝑥→+∞

(sin√1 + 𝑥 − sin√𝑥) = .

(2) lim
𝑥→+∞

ln(5𝑥2 − 3𝑥 + 1)
ln(𝑥3 + 2𝑥2 − 3)

= .
(3) lim

𝑥→+∞
(sin ln(𝑥 + 1) − sin ln 𝑥) = .

(4) lim
𝑥→+∞

𝑥2 [ln arctan(𝑥 + 1) − ln arctan 𝑥] = .

解

这些问题此处都不细讲，下面给出答案：

(1) 0; (2) 2
3 ; (3) 0; (4) 2

𝜋

渐近线问题

练习 5

曲线 𝑦 = 𝑥 + 1
e𝑥 − 1 的渐近线有 条。

分析

渐近线的题目相对来说套路固定，无非就是分别研究竖直、水平、斜渐近线，

详见下。

解

1. 竖直渐近线：很容易知道 𝑥 = 0是唯一的竖直渐近线。
2. 水平渐近线： lim

𝑥→+∞
𝑥 + 1

e𝑥 − 1 = +∞，故正无穷处没有水平渐近线。且

lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1
e𝑥 − 1 = −∞，故负无穷处也没有水平渐近线。

3. 斜渐近线：𝑘1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1
e𝑥 − 1
𝑥 = 1, 𝑏1 = lim

𝑥→+∞
𝑥 + 1

e𝑥 − 1 = 0，故正
无穷处斜渐近线是 𝑦 = 𝑥。
下面再来考察负无穷处的斜渐近线

𝑘2 = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1
e𝑥 − 1
𝑥 = 1，𝑏2 = lim

𝑥→−∞
𝑥 + 1

e𝑥 − 1 = −1，故负无穷处斜
渐近线是 𝑦 = 𝑥 − 1。

综上，渐近线一共 3条。

9
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注记

ä 这道题其实没有什么技术含量，但是易错，因为求斜渐近线的时候我们

通常只考虑一个无穷，就会漏一条，所以我们在研究渐近线问题的时候

一定要细心一点，一步一步来。

ä 某些求斜渐近线的问题难的根本原因是极限本身难求，这里就不展开

讲了。

间断点问题

练习 6

设 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 1)
|𝑥|(𝑥2 − 1)

，试讨论函数 𝑓(𝑥)的间断点及类型。

分析

对于这种非分段函数的间断点问题，我们一般关注没有定义的点，在没有定

义的点研究左右极限，判断间断点类型。注意：不能直接把分子分母的公因

子 𝑥 + 1约去，因为这样会漏解。

解

首先没有定义的点为 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑥 = −1
1. lim

𝑥→0− 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑥(𝑥 + 1)
−𝑥(𝑥2 − 1)

= 1，而 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥(𝑥 + 1)
𝑥(𝑥2 − 1)

= −1，
故 𝑥 = 0是一个第一类间断点 (跳跃间断点)

2. lim
𝑥→1− 𝑓(𝑥) = lim

𝑥→1−
𝑥(𝑥 + 1)
𝑥(𝑥2 − 1)

= −∞，而

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑥(𝑥 + 1)
𝑥(𝑥2 − 1)

= +∞，故 𝑥 = 1是一个第二类间断点 (无穷

间断点)
3. lim

𝑥→−1
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→−1
𝑥(𝑥 + 1)

−𝑥(𝑥2 − 1)
= 1

2，故 𝑥 = −1是一个第一类间断点 (可

去间断点)

练习 6升级

函数 𝑦 = e
1

𝑥−1 ln |1 + 𝑥|
(e𝑥 − 1) (𝑥 − 2) 的间断点个数是 ( )。

𝐴.1 𝐵.2 𝐶.3 𝐷.4
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§1.2 含参的极限问题

分析

这道题处理方法与上一道题没有区别，但是容易漏 𝑥 = −1这个间断点。

解

间断点是 𝑥 = 1, 𝑥 = −1, 𝑥 = 0, 𝑥 = 2共四个，故选 D。

注记

ä 以上间断点问题实际上是求函数定义域与研究极限的问题，不要漏哦！

ä 还有一类不常考的题是已知间断点类型去反推函数中参数的值，教材

上有对应的题目可以参考。

§1.2 含参的极限问题

1.2.1 概述

此类题在期末考试中出现频率适中，主要是以带参数的极限等式与无穷小的

阶出现，思路方法和求极限差别不大，具体的一些注意事项将在例题分析中讲到。

1.2.2 例题分析

带参数的极限等式

此类题一般是已知极限的值，反过来求极限式中参数的值，有一些常用的思想

方法将在注记中展示。

练习 1

若 lim
𝑥→∞

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 2
𝑥2 + 2

= 1(其中 𝑎, 𝑏为常数)，则 ( )
𝐴.𝑎 = 0, 𝑏 ∈ 𝑅 𝐵.𝑎 = 0, 𝑏 = 1
𝐶.𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 = 1 𝐷.𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ 𝑅

分析

这是最简单的问题，只是作为引子引入，相信大家没有问题。(*^_^*)
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解

我们可以闭眼选 𝐵

练习 1升级

确定常数 𝑎, 𝑏, 𝑐 的值，使下面极限等式成立：

lim
𝑥→1

𝑎(𝑥 − 1)2 + 𝑏(𝑥 − 1) + 𝑐 − √𝑥2 + 3
(𝑥 − 1)2 = 0

分析

这道题是很经典的题，同时也是一道有难度的题，因为题干信息少，未知参

数多。这时我们就要善于从已知等式中建立更多的等式来将未知参数一个一

个解出来。

解

1. 分母在该趋向下是趋于 0的，而极限值是一个常数，故分子在该趋向
下也一定趋与 0，得到 lim

𝑥→1
𝑎(𝑥 − 1)2 + 𝑏(𝑥 − 1) + 𝑐 − √𝑥2 + 3 = 0，得到

𝑐 = 2。
2. 这时把 𝑐 = 2代入原式，继续研究。由无穷小的关系我们立即可以得到

lim
𝑥→1

𝑎(𝑥 − 1)2 + 𝑏(𝑥 − 1) + 2 − √𝑥2 + 3
𝑥 − 1 = 0，故

𝑏 = lim
𝑥→1

√𝑥2 + 3 − 2
𝑥 − 1 = 1

2。

3. 下面再把 𝑏 = 1
2 代入原式，直接研究原极限，可以得到

𝑎 = lim
𝑥→1

√𝑥2 + 3 − 2 − 1
2 (𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)2 = 3
16

注记

ä 可以看到比较难的这类问题像是一个逐个击破的过程。

ä 从上面可以积累这类题的两种比较典型的处理方法，一种是分母趋于

0，分子趋于 0；一种是分子是 (𝑥 − 1)2 的高阶无穷小，也一定是 𝑥 − 1
的高阶无穷小。事实上这些关系都可以从有理运算法则得出来，不用
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死记硬背。

无穷小的阶

此类题一般是已知 A是 B的同阶无穷小，求 A或 B中参数的值，与求极限的
过程大致一致。

练习 2

若当 𝑥 → 0时，两个函数 𝑓(𝑥) = ∫
sin 𝑥

0
sin (𝑡2) d𝑡与 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑘 (e𝑥 − 1)是同阶的无

穷小量，则常数 𝑘的值为 。

分析

无穷小的阶是由两式作比的极限来确定的，所以我们应该先写出研究的极

限。这里涉及变限积分，我们就用洛必达法则研究该极限，再利用等价无穷

小替换化简到我们可以肉眼看出 𝑘的值为止。

解

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = lim

𝑥→0

∫sin 𝑥
0 sin (𝑡2) d𝑡

𝑥𝑘 (e𝑥 − 1)
(1.35)

= lim
𝑥→0

∫sin 𝑥
0 sin (𝑡2) d𝑡

𝑥𝑘+1 (1.36)

= lim
𝑥→0

sin (sin2 𝑥)
(𝑘 + 1)𝑥𝑘 (1.37)

= lim
𝑥→0

𝑥2

(𝑘 + 1)𝑥𝑘 (1.38)

要使(1.38)是一个非 0常数，那么分子分母的次数应该相等，易知 𝑘 = 2。

注记

ä 这类题要用等价无穷小替换灵活进行化简，一般朝多项式函数替换，这

样最后凭肉眼就可以观察出来。
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第一章

§1.3 数列收敛证明与极限求解

1.3.1 概述

此类题一般是给出一个数列的通项或者递推，要求证明其收敛并求其极限。对

于常规的题目由几乎固定的解决方法，将在分析中谈到，对于特殊的题目又有不同

的方法。

1.3.2 例题分析

练习 1

设 0 < 𝑥1 < 3，𝑥𝑛+1 = √𝑥𝑛(3 − 𝑥𝑛)(𝑛 = 1, 2, ⋯)。证明：{𝑥𝑛}收敛，并求其极限。

分析

这是一道常规题，可以大致遵循如下步骤：

1. 既然极限一定存在，又给出了递推关系，我们可以很容易地求出极限
(等式两边同时取极限)为 3

2。
2. 接下来我们可以从 𝑥1开始迭代，看看 𝑥2, 𝑥3, ⋯的范围，发现它们都在

(0, 3
2]上，那么，只要我们再证得该数列单调增，整个问题就解决了。

3. 我们再用前项比后项的方法研究单调性，发现是单调增的。
将第一步写到后面，就是整道题的解答了。

解

𝑥2 = √𝑥1(3 − 𝑥1) ∈ (0, 3
2]

假设 𝑥𝑛 ∈ (0, 3
2] (𝑛 ⩾ 2)，下证 𝑥𝑛+1 ∈ (0, 3

2]：

由二次函数性质可知，当 𝑥𝑛 ∈ (0, 3
2]时，𝑥𝑛+1 = √𝑥𝑛(3 − 𝑥𝑛) ∈ (0, 3

2]，则

𝑛 ⩾ 2时，𝑥𝑛 ∈ (0, 3
2]。

又
𝑥𝑛+1
𝑥𝑛

= √
3 − 𝑥𝑛

𝑥𝑛
，当 𝑥𝑛 ∈ (0, 3

2]时该式大于等于 1。故该数列单调增。

综上，该数列单调增有上界，则该数列收敛。

在等式两边同时取极限，求得 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 3
2。

练习 1升级

设 𝑎1 = 1，𝑎𝑛 = 1 + 1
𝑎𝑛−1 + 1(𝑛 = 1, 2, ⋯)。证明：{𝑎𝑛}收敛，并求其极限。
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分析

这道题若套用常规的解法则解不出来，因为这个数列不是单调的，但它的奇

偶子列是单调的，而且收敛于同一个极限，我们只要求出隔项递推就可以解

决这个问题。

解

由题可知，𝑎𝑛 = 3
2 − 1

2(2𝑎𝑛−2 + 3) (𝑛 ⩾ 3)

1. 𝑛为奇数时，𝑎1 = 1 < √2
假设 𝑎𝑛 < √2，下证 𝑎𝑛+2 < √2：
由 𝑎𝑛+2 = 3

2 − 1
2(2𝑎𝑛 + 3) 可得，𝑎𝑛+2 < √2。

故 𝑎𝑛 < √2(𝑛为奇数)。

又 𝑎𝑛+2 − 𝑎𝑛 = 2(2 − 𝑎2
𝑛)

2𝑎𝑛 + 3 ，𝑎𝑛 < √2，则 𝑎𝑛+2 − 𝑎𝑛 > 0，即单调增。

综上，奇子列收敛，极限为√2。
2. 𝑛为偶数时，𝑎2 = 3

2 > √2

假设 𝑎𝑛 > √2，下证 𝑎𝑛+2 > √2：
由 𝑎𝑛+2 = 3

2 − 1
2(2𝑎𝑛 + 3) 可得，𝑎𝑛+2 > √2。

故 𝑎𝑛 > √2(𝑛为偶数)。

又 𝑎𝑛+2 − 𝑎𝑛 = 2(2 − 𝑎2
𝑛)

2𝑎𝑛 + 3 ，𝑎𝑛 > √2，则 𝑎𝑛+2 − 𝑎𝑛 < 0，即单调减。

综上，偶子列收敛，极限为√2。
综上，由归并原理可知，{𝑎𝑛}收敛，且极限为√2。

注记

ä 一般步骤：数学归纳法研究每一项的范围→利用递推和范围研究单调
性→求极限。(很多时候每一项的范围与这个数列的极限息息相关，所
以先求出极限，才好定范围)

ä 当你实在没有思路的时候，找递推求极限总是很简单的，所以不要放弃

(骗分)呀！
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第二章

§2.1 求导数、函数性态研究、微分

这一类问题一般不会太难，有时单独出现也有时作为综合题里面的一个考察

点。

2.1.1 知识点小结

ä 基本初等函数的导数公式，导数运算法则

ä 利用导数判断连续性

ä 复合函数求导、反函数求导、高阶导数的求法、隐函数求导、参数方程求导

ä 单调性、凹凸性拐点的判定：

ä 判断极值点的第一、第二第三充分条件

ä 最大最小值的求法

ä 微分的定义、几何意义

ä 可导、可微与连续的关系

2.1.2 例题

练习 1

设 𝑓(𝑥)有二阶连续导数，且 𝑓 ′(0) = 0,lim
𝑥→0

𝑓 ″(𝑥)
|𝑥| = 1,则 ( )。

(A) 𝑓(0)是 𝑓(𝑥)的极大值
(B) 𝑓(0)是 𝑓(𝑥)的极小值
(C) (0, 𝑓 (0))是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)的拐点
(D) 𝑓(0)不是 𝑓(𝑥)的极值，(0, 𝑓 (0))也不是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)的拐点

分析

对这一类题目来说提取完整题目的信息是很重要的。

提取信息:
问题:

1. 𝑓(𝑥)二阶导连续:𝑓(𝑥),𝑓 ′(𝑥),𝑓"(𝑥)都连续
2. 𝑥 = 0时导数为零:𝑥 = 0是驻点
3. 一个关于二阶导在 𝑥 = 0时的极限 lim

𝑥→0
𝑓 ″(𝑥)

|𝑥| = 1
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§2.1 求导数、函数性态研究、微分

选项:关于 𝑓(𝑥)在 𝑥 = 0处的性态:极值拐点
下面就根据提取出的信息来推导出判断极值、拐点的条件即可。

解

lim
𝑥→0

𝑓 ″(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑓 ″(𝑥)
|𝑥| ⋅ lim

𝑥→0
|𝑥| = 0，𝑥 = 0可能是拐点

由保号性, ∃𝛿 > 0, ∀𝑥 ∈ (−𝛿, 0) ∪ (0, 𝛿)有 𝑓 ′′(𝑥)
|𝑥| ≥ 𝑞 > 0, 𝑓 ′′(𝑥) > 0, 𝑓 ′(𝑥)单

调递增

那么,当 𝑥 ∈ (−𝛿, 0)时, 𝑓 ′(𝑥) < 𝑓 ′(0) = 0, 𝑓(𝑥)递减；𝑥 ∈ (0, 𝛿)时,
𝑓 ′(𝑥) > 𝑓 ′(0) = 0, 𝑓(𝑥)递增
显然, 𝑥 = 0是一个极小值点。
但是当 𝑥 ∈ (−𝛿, 𝛿)时, 𝑓 ′′(𝑥) ≥ 0,显然 𝑥 = 0不是拐点。
选 B。

下面列了几道基础题给大家练个手。

练习

1、对 𝑡取不同的值，讨论函数 𝑓(𝑥) = 1 + 2𝑥
2 + 𝑥2 在区间 [𝑡, +∞)上是否有最大值

或者最小值？若存在最大值或最小值，则求出相应的最大值和最大值点，或

者最小值和最小值点。

2、设 𝑓(𝑥) =
{

𝑥, 𝑥 < 0
2𝑥, 𝑥 ≥ 0

, 求导函数 𝑓 ′(𝑥)。

3、已知曲线 𝐿的方程为
{

𝑥 = 𝑡2 + 1
𝑦 = 4𝑡 − 𝑡2 (𝑡 ≥ 0)

(1)讨论曲线 𝐿的凹凸性;
(2)过点 (-1,0)引曲线 𝐿的切线，求切点坐标 (𝑥0, 𝑦0) ,并求切线的方程;
(3)求此切线与曲线 𝐿 (对应于 𝑥 < 𝑥0 的部分)及 𝑥轴所围成的平面图形的面
积 𝑆。
4、设 𝑦 = 𝑓(𝑥)满足 𝑓 ′(𝑥) > 0, 𝑓 ′′(𝑥) > 0, Δ𝑥为自变量 𝑥在 𝑥0 处的增量,
Δ𝑦与 d𝑦分别为 𝑓(𝑥)在点 𝑥0 处对应的增量与微分，若 Δ𝑥 > 0，则 ( )。
A. 0 < d𝑦 < Δ𝑦
B. 0 < Δ𝑦 < d𝑦
C. Δ𝑦 < d𝑦 < 0
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D. d𝑦 < Δ𝑦 < 0

答案

1、𝑓 ′(𝑥) = 2(𝑥 + 2)(1 − 𝑥)

(2 + 𝑥2)
2 ，驻点 𝑥1 = −2，𝑥2 = 1

(1)当 𝑡 ≤ −2时 𝑚(𝑡) = 𝑓(−2) = −1
2，𝑚(𝑡) = 𝑓(1) = 1

(2)当 −2 ≤ 𝑡 ≤ −1
2，𝑚(𝑡) = 𝑓(𝑡)，𝑚(𝑡) = 𝑓(1) = 1

(3)当 −1
2 ≤ 𝑡 ≤ 1，无 𝑚(𝑡)，𝑚(𝑡) = 𝑓(1) = 1

(4)当 𝑡 > 1，无 𝑚(𝑡)，𝑚(𝑡) = 𝑓(𝑡)
2、当 𝑥 < 0时 , 𝑓 ′(𝑥) = 1;
当𝑥 > 0时 , 𝑓 ′(𝑥) = ln 2 ⋅ 2𝑥

在 𝑥 = 0处, 𝑓 (0−) = lim
𝑥→0− 𝑥 = 0, 𝑓 (0+) = lim

𝑥→0+
2𝑥 = 1, 𝑓 (0−) ≠ 𝑓 (0+)

𝑓(𝑥)在 𝑥 = 0处不连续，因此在 𝑥 = 0处不可导。

故 𝑓 ′(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 ,𝑥 < 0
ln 2 ⋅ 2𝑥 ,𝑥 > 0

3、(1) d𝑦
d𝑥 = ̇𝑦

𝑥̇ = 2
𝑡 − 1

d2𝑦
d𝑥2 =

(
2
𝑡 − 1)

′

𝑥̇ = −1
𝑡3

当 𝑡 > 0时, d
2𝑦

d𝑥2 < 0,故曲线 𝐿是凸的。

(2)曲线 L的直角坐标方程为 y = 4√𝑥 − 1 − (𝑥 − 1)。当 𝑥0 = 1时，𝐿在对应
点处切线方程为: 𝑥 = 1,不合题意。

可设 L在点 (𝑥0, 𝑦0)处切线方程为 𝑦 − 𝑦0 =
(

2
√𝑥0 − 1

− 1
) (𝑥 − 𝑥0),

将 𝑥 = −1, 𝑦 = 0代入上式得 −𝑦0 =
(

2
√𝑥0 − 1

− 1
) (−1 − 𝑥0)

即 (𝑥0 − 1) + √𝑥0 − 1 − 2 = 0
即 (√𝑥0 − 1 − 2) (√𝑥0 − 1 − 1) = 0
解得 𝑥0 = 2, 𝑦0 = 3,所求切点为 (2, 3),切线方程为：𝑦 = 𝑥 + 1。
(3)令 𝑦 = 0得 L与 𝑥轴交点：(1, 0)，(17, 0)，所求面积：

𝑆 = ∫
2

−1
(𝑥 + 1) d𝑥 − ∫

2

1
[4√𝑥 − 1 − (𝑥 − 1)] d𝑥 = 7

3。
4、A
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§2.2 𝐿′𝐻 ̂𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙法则

§2.2 𝐿′𝐻 ̂𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙法则
易错点在于每一次使用之前要检查是否符合使用条件。话不多说，上例题，看

看你是否踩坑了呢。

练习 1

求证：若函数 𝑓(𝑥)的二阶导数 𝑓 ′′(𝑥)存在,则

𝑓 ′′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥 − ℎ) − 2𝑓(𝑥)
ℎ2 。

错解

思路

注意到当 ℎ → 0时, 𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥 − ℎ) − 2𝑓(𝑥) → 0及 ℎ2 → 0且
𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥 − ℎ) − 2𝑓(𝑥)与ℎ2 均对 ℎ可导,且 (ℎ2)

′ = 2ℎ ≠ 0可以用洛必
达法则。

解

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥 − ℎ) − 2𝑓(𝑥)
ℎ2 = lim

ℎ→0
𝑓 ′(𝑥 + ℎ) − 𝑓 ′(𝑥 − ℎ)

2ℎ (2.1)

= lim
ℎ→0

𝑓 ′(𝑥 + ℎ) − 𝑓 ′(𝑥) − 𝑓 ′(𝑥 − ℎ) + 𝑓 ′(𝑥)
2ℎ

(2.2)

= lim
ℎ→0

𝑓 ′′(𝑥 + ℎ) + 𝑓 ′′(𝑥 − ℎ)
2 (2.3)

= 𝑓 ′′(𝑥) (2.4)

分析

要使 lim
ℎ→0

𝑓 ′′(𝑥 + ℎ) + 𝑓 ′′(𝑥 − ℎ)
2 = 𝑓 ′′(𝑥)成立,须 𝑓 ′′(𝑥)连续, 𝑓 ′′(𝑥)连续性

未知,这么做不对。

正解
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lim
ℎ→0

𝑓 ′(𝑥 + ℎ) − 𝑓 ′(𝑥) − 𝑓 ′(𝑥 − ℎ) + 𝑓 ′(𝑥)
2ℎ

= 1
2 lim

ℎ→0 [
𝑓 ′(𝑥 + ℎ) − 𝑓 ′(𝑥)

ℎ + 𝑓 ′(𝑥 − ℎ) − 𝑓 ′(𝑥)
−ℎ ] (2.5)

= 1
2 [limℎ→0

𝑓 ′(𝑥 + ℎ) − 𝑓 ′(𝑥)
ℎ + lim

−ℎ→0
𝑓 ′(𝑥 − ℎ) − 𝑓 ′(𝑥)

−ℎ ] (2.6)

= 1
2 [𝑓 ′′(𝑥) + 𝑓 ′′(𝑥)] (2.7)

= 𝑓 ′′(𝑥) (2.8)

§2.3 微分中值定理的应用

这里证明题是大头也是难点。

2.3.1 方法总结

对证明题的方法（不完全）总结如下：

ä 直接应用拉格朗日定理

ä 有两个未知量的不等式：用两次不同的中值定理/分两段/对两个不同的函数
使用相同的中值定理

ä 构造函数再应用拉格朗日定理

2.3.2 例题

直接应用拉格朗日定理

练习 1

若 𝑓(𝑥)二阶可导，𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 0，𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏),𝑓(𝑐) < 0。求证：∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)，使
𝑓 ″(𝜉) > 0。

分析

这里考虑用拉格朗日定理，求二阶导需要两个 𝑓 ′(𝑥)，而每一个 𝑓 ′(𝑥)又分别
需要两个 𝑓(𝑥)。
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证

由题 𝑎 < 𝑐 < 𝑏，𝑓(𝑥)二阶可导，由拉格朗日定理，

∃𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑐), 𝑓 ′(𝑥1) = 𝑓 ′(𝑐) − 𝑓 ′(𝑎)
𝑐 − 𝑎 < 0 (2.9)

∃𝑥2 ∈ (𝑐, 𝑏), 𝑓 ′(𝑥2) = 𝑓 ′(𝑏) − 𝑓 ′(𝑐)
𝑏 − 𝑐 > 0 (2.10)

𝑓 ′(𝑥)连续，由拉格朗日定理

∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑓 ′(𝜉) = 𝑓 ′(𝑥2) − 𝑓 ′(𝑥1)
𝑥2 − 𝑥1

> 0 (2.11)

得证。

有两个未知量的不等式：用两次不同的中值定理

练习 2

已知 0 < 𝑎 < 𝑏，求证：∃𝜉, 𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑎𝑏𝑓 ′(𝜉) = 𝜂2𝑓 ′(𝜂)。

分析

这是有两个未知量的的证明，𝜂在导数符号内外都有出现，所以考虑用两个
不同的中值定理。

对等式中单独出现的未知量用柯西中值定理，把等式右边化成两个导数之比

的形式，我们可以把 𝜂2 放到分母的位置上，就是

𝜂2𝑓 ′(𝜂) = 𝑓 ′(𝜂)

(−1
𝜂 )′

= 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

−1
𝑏 + 1

𝑎

= 𝑎𝑏𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎 (2.12)

又由 𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒中值定理得

𝑓 ′(𝜉) = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎 (2.13)

则

𝑎𝑏𝑓 ′(𝜉) = 𝑎𝑏𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
𝑏 − 𝑎 = 𝜂2𝑓 ′(𝜂) (2.14)

有两个未知量的不等式：分两段

练习 3
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设 𝑓(𝑥)在 [0, 1]上可导，且 𝑓(0) = 0，𝑓(1) = 1，证明：在 [0, 1]存在两点 𝑥1，𝑥2,
使得

1
𝑓 ′(𝑥1) + 1

𝑓 ′(𝑥2) = 2。

分析

含有一阶导数、有两个未知数，优先考虑 𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒中值定理,两个点 𝑥1,𝑥2
只在导数符号中出现,所以采用将区间分成两段的方法。可以先尝试加入一
个分点 𝑐 ∈ (0, 1),自然而然地有：

𝑓 ′(𝑥1) = 𝑓(𝑐) − 0
𝑐 − 0 (2.15)

𝑓 ′(𝑥2) = 1 − 𝑓(𝑐)
1 − 𝑐 (2.16)

其中 𝑥1 ∈ (0, 𝑐),𝑥2 ∈ (𝑐, 1)
现在我们可以计算

1
𝑓 ′(𝑥1) + 1

𝑓 ′(𝑥1)：

1
𝑓 ′(𝑥1) + 1

𝑓 ′(𝑥1) = 𝑐 − 0
𝑓(𝑐) − 0 + 1 − 𝑐

1 − 𝑓(𝑐) (2.17)

则有：
𝑐 − 0

𝑓(𝑐) − 0 + 1 − 𝑐
1 − 𝑓(𝑐) = 2 (2.18)

不难观察出 𝑓(𝑐) = 1
2 ,再由介值定理可以知道这样的 𝑐 是可以找到的。至此，

本题解决，写过程的时候倒过来写一遍即可。

证

由介值定理可知，∃𝑐 ∈ (0, 1), 𝑓 (𝑐) = 1
2

则

∃𝑥1 ∈ (0, 𝑐), 𝑓 ′(𝑥1) = 𝑓(𝑐) − 0
𝑐 − 0 (2.19)

∃𝑥2 ∈ (𝑐, 1), 𝑓 ′(𝑥2) = 1 − 𝑓(𝑐)
1 − 𝑐 (2.20)

此时
1

𝑓 ′(𝑥1) + 1
𝑓 ′(𝑥1) = 𝑐 − 0

𝑓(𝑐) − 0 + 1 − 𝑐
1 − 𝑓(𝑐) = 2 (2.21)

得证。

练习 3升级
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设 𝑓(𝑥)在 [0, 1]上可导，且 𝑓(0) = 0，𝑓(1) = 1，证明：在 [0, 1]存在两点 𝑥1，𝑥2,
使得

𝑎
𝑓 ′(𝑥1) + 𝑏

𝑓 ′(𝑥2) = 𝑎 + 𝑏。

分析

有了上文的铺垫，很容易想到构造 𝑓(𝑐) = 𝑎
𝑎 + 𝑏(或 𝑏

𝑎 + 𝑏)解决问题。

证

与上文完全类似，请读者自行完成.

对两个不同的函数使用相同的中值定理

练习 4

设 𝑓(𝑥)在 [𝑎, 𝑏]上可导，且 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 1，证明：

∃𝜉, 𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏) , e𝑎+𝑏[𝑓 (𝜂) − 𝑓 ′(𝜂)] = e𝜉+𝜂。

分析

这也是有两个变量的证明。将含 𝜂的项整理到一边，发现两边都可以使用
𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒定理进行代换。这一类题目就是对不同函数用相同中值定理代换。
即：

e𝑎+𝑏[𝑓 (𝜂) − 𝑓 ′(𝜂)] = e𝜉+𝜂 (2.22)

⇒ e𝑎+𝑏e−𝜂[𝑓 (𝜂) − 𝑓 ′(𝜂)] = e𝜉 (2.23)

⇒ e𝑎+𝑏 e−𝑏 − e−𝑎

𝑏 − 𝑎 = e𝑏 − e𝑎

𝑏 − 𝑎 (2.24)

这是一个恒等式，表明原式得证了.
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构造函数

注记

ä 当需要构造的函数是 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑎𝑓(𝑥)时，题目中往往会把 𝑔′(𝑥)中的 𝑥𝑎−1

消去来增加难度，大家要擦亮眼睛哦.
ä 实在想不到了可以用微分方程硬解出来，相信各位大佬一定用不上。

练习 5

设 𝑓(𝑥)在 [0, 1]上二阶可导， lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)
𝑥 = 1， lim

𝑥→1−

𝑓(𝑥)
𝑥 − 1 = 2。求证：∃𝜉 ∈ (0, 1),使

𝑓 ″(𝜉) = 𝑓(𝜉)。

分析

𝑓(𝑥)二阶可导、 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)
𝑥 = 1， lim

𝑥→1−
𝑓(𝑥)
𝑥 − 1 = 2，这种条件相信大家已经很

熟悉了，可以得出 𝑓(0) = 𝑓(1) = 0，用洛必达法则可以求出
𝑓 ′(0) = 1, 𝑓 ′(0) = 2，现在还不知道有没有用，先放在这里。
要证明的结论是一个既有二阶导又有原函数的式子，我们考虑把

𝑓(𝜉) − 𝑓 ″(𝜉)构造成一个函数的导数。但是原函数有 𝑓(𝑥)，求导就一定会有
𝑓 ′(𝑥)，这里我们可以利用 e𝑥 求导不变的性质来消去 𝑓 ′(𝑥)。构造函数
𝑔(𝑥) = e𝑥(𝑓 (𝑥) − 𝑓 ′(𝑥)),易得 𝑔(0) = −1 < 0, 𝑔(1) = −2e < 0,这里我们可以大
胆猜一下，如果能在 [0, 1]找到一个大于 0的点，就一定存在
𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2), 𝑥1, 𝑥2 ∈ (0, 1)。
现在我们返回去观察开始求出来的几个值，𝑓(0) = 𝑓(1) = 0，
𝑓 ′(0) = 1, 𝑓 ′(0) = 2，画图可以很明显地看出一定 ∃𝜉 ∈ (0, 1), 𝑓 ′(𝜉) < 0且
𝑓(𝜉) = 0，下面用罗尔定理就可以了。

证

由 𝑓(𝑥)二阶可导、 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)
𝑥 = 1， lim

𝑥→1−

𝑓(𝑥)
𝑥 − 1 = 2

得 𝑓(0) = 𝑓(1) = 0，𝑓 ′(0) = 1, 𝑓 ′(0) = 2
所以 ∃𝜉 ∈ (0, 1), 𝑓 ′(𝜂) < 0且 𝑓(𝜂) = 0
设 𝑔(𝑥) = e𝑥[𝑓 (𝑥) − 𝑓 ′(𝑥)]
所以 𝑔(0) = −1 < 0, 𝑔(𝜂) = e𝜂[𝑓 (𝜂) − 𝑓 ′(𝜂)] > 0, 𝑔(1) = −2e < 0
所以 ∃𝜂1 ∈ (0, 𝜂), 𝜂2 ∈ (𝜂, 1)，𝑔(𝜂1) = 𝑔(𝜂2) = 0
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由罗尔中值定理的推论 ∃𝜉 ∈ (𝜉1, 𝜉2),𝑔′(𝜉) = 0，即 e𝜉[𝑓 (𝜉) − 𝑓 ″(𝜉)] = 0
所以 𝑓(𝜉) − 𝑓 ″(𝜉) = 0
即 𝑓(𝜉) = 𝑓 ″(𝜉)。

注记

ä 本题还可以构造 𝑔(𝑥) = e−𝑥[𝑓 (𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)]，请读者自行完成这种方法的
证明。

练习 6

设 𝑓(𝑥)在 [0, 1]二阶可导，𝑓(0) = 𝑓(1) = 0,求证：∃𝜉 ∈ (0, 1), 𝑓 ″(𝜉) = 2
1 − 𝜉 𝑓 ′(𝑥)。

分析

想构造函数，所求等式里面分数看着很难受，去分母移项得

(1 − 𝑥)𝑓 ″(𝑥) − 2𝑓 ′(𝑥) = 0 (2.25)

这里就是 𝑥𝑎𝑓(𝑥)的导数两边约分之后的形式了。构造函数
𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥)2𝑓(𝑥),其它思路与练习 5相似，这里就不再重复，请读者自己
完成本题的证明。

练习 7

设在 [0, 1]上有一阶连续导数，𝑓(0) = 0，求证：∃𝜉 ∈ [0, 1]使得

𝑓 ′(𝜉) = 2 ∫
1

0
𝑓(𝑥) d𝑥。

分析

我们先看看从已知出发能得到什么。

由 𝑓 ′(𝑥)连续可得
𝑚 < 𝑓 ′(𝑥) < 𝑀 (2.26)

对于 𝑓(0) = 0这个条件，我们可以用手头有的定理看看适不适用。罗尔定理
需要两个点，柯西中值定理需要两个函数，泰勒展开需要具体的函数，都不

适用。而在拉格朗日定理中，令 𝑎 = 0可以得出一个简洁的式子
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𝑏𝑓 ′(𝜉) = 𝑓(𝑏)
而 𝑏是任意值，我们就可以把它换成 𝑥：

𝑥𝑓 ′(𝜉) = 𝑓(𝑥) (2.27)

这就将一阶导和原函数联系起来了。两边同时积分，就有

∫
1

0
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫

1

0
𝑥𝑓 ′(𝜉) d𝑥 (2.28)

这就把所求等式的右端转化向 𝑓 ′(𝑥)了。
之前已经有了一个关于 𝑓 ′(𝑥)的条件：对(2.26)同时乘 𝑥得

𝑚𝑥 < 𝑥𝑓 ′(𝑥) < 𝑀𝑥 (2.29)

积分，就得到了式(2.28)的范围

𝑚
2 < ∫

1

0
𝑥𝑓 ′(𝜉) d𝑥 < 𝑀

2 (2.30)

两边同乘 2，就得到了所求等式的右端的范围

𝑚 < 2 ∫
1

0
𝑓(𝑥) d𝑥 < 𝑀 (2.31)

而 𝑓 ′(𝑥)的范围也是 (𝑚, 𝑀),二者都连续，所以一定存在 𝜉，满足所求等式。

证

∵𝑓 ′(𝑥)连续 ∴ ∃𝑚, 𝑀 ∈ 𝑅, 𝑚 ≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝑀
∴ 𝑚𝑥 < 𝑓 ′(𝜂)𝑥 < 𝑀𝑥

∴ ∫
1

0
𝑚𝑥 d𝑥 < ∫

1

0
𝑓 ′(𝜂)𝑥 d𝑥 < ∫

1

0
𝑀𝑥 d𝑥

∴ 𝑚
2 < ∫

1

0
𝑓 ′(𝜂)𝑥 d𝑥 < 𝑀

2
∵ 𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝜂)𝑥

∴ 𝑚 < ∫
1

0
2𝑓(𝑥) d𝑥 < 𝑀

𝑓 ′(𝑥)连续 ∴ ∃𝜉 ∈ [0, 1]，使得 𝑓 ′(𝜉) = 2 ∫
1

0
𝑓(𝑥) d𝑥
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§3.1 求积分

3.1.1 概述

积分作为微分的逆运算，求积分却比求微分难度大得多，所以对于考生来说，

求积分是高数试卷中比较让人头疼的必考内容。想要在求积分的题目不失分，不仅

要熟记书上的求积分方法，还要多加练习和提炼自己的方法。

这里列出求积分的几种基本方法。

1. 求不定积分
ä 基本积分表（不推荐直接背书后附录的积分表）

o ∫ 𝑘 d𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝐶(𝑘为常数)

o ∫ 𝑥𝑎 d𝑥 = 𝑥𝑎+1

𝑎 + 1 + 𝐶(𝑎 ≠ −1)

o ∫
d𝑥
𝑥 = ln |𝑥| + 𝐶

o ∫ 𝑎𝑥 d𝑥 = 𝑎𝑥

ln 𝑎 + 𝐶(𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1)

o ∫ e𝑥 d𝑥 = e𝑥 + 𝐶

o ∫ cos 𝑥 d𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶

o ∫ sin 𝑥 d𝑥 = − cos 𝑥 + 𝐶

o ∫ sec2 𝑥 d𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶

o ∫ csc2 𝑥 d𝑥 = − cot 𝑥 + 𝐶

o ∫ sec 𝑥 tan 𝑥 d𝑥 = sec 𝑥 + 𝐶

o ∫ csc 𝑥 cot 𝑥 d𝑥 = − sec 𝑥 + 𝐶

o ∫
d𝑥

√1 − 𝑥2
= arcsin 𝑥 + 𝐶

o ∫
d𝑥

1 + 𝑥2 = arctan 𝑥 + 𝐶

o ∫ sh 𝑥 d𝑥 = ch 𝑥 + 𝐶
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o ∫ ch 𝑥 d𝑥 = sh 𝑥 + 𝐶
ä 线性运算法则（需要注意 𝑓, 𝑔均可积）

∫ 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥) d𝑥 = 𝛼 ∫ 𝑓(𝑥) d𝑥 + 𝛽 ∫ 𝑔(𝑥) d𝑥

ä 换元积分法 I(在函数中凑微分）

∫ 𝑓⌈𝜑(𝑥)]𝜑′(𝑥) d𝑥 = (∫ 𝑓(𝑢) d𝑢)𝑢=𝜑(𝑥)

ä 换元积分法 II（通过换元化简根号，𝑙𝑛(𝑥)，𝑒𝑥 等无理式）

∫ 𝑓(𝑥) d𝑥 = (∫ 𝑓[𝜑(𝑡)]𝜑′(𝑡) d𝑡)𝑥=𝜑(𝑡)

ä 分部积分法（两种分法）

∫ 𝑢 d𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 d𝑢

2. 求定积分
ä 定义求积分（较复杂且适用范围有限）

ä 由几何意义求积分（适用于型如∫
1

0
√1 − 𝑥2 d𝑥的积分）

ä 利用奇函数和偶函数的性质

ä 微积分基本公式（𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛 − 𝐿𝑒𝑖𝑏𝑛𝑖𝑧公式）

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎) = 𝐹 (𝑥)|𝑏

𝑎

ä 与求不定积分的换元积分法和分部积分法类似

3. 求收敛的反常积分（先求积分再求极限）
ä 无穷区间上的积分

∫
+∞

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = lim

𝑏→+∞ ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥

ä 无界函数的积分

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = lim

𝜀→0+ ∫
𝑏

𝑎+𝜀
𝑓(𝑥) d𝑥
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§3.1 求积分

3.1.2 例题详解

定积分问题

练习 1

计算积分∫
1

−1

2𝑥2 + 𝑥2 sin 𝑥
1 + √1 − 𝑥2

d𝑥

分析

首先这是一道求定积分的题目，但是运用换元积分法和分部积分法却无法轻

松解决，问题在于 sin 𝑥与根号的组合比较难化简。所以需要想其他解决方
法。这里给出一种解法：

解

∫
1

−1

2𝑥2 + 𝑥2 sin 𝑥
1 + √1 − 𝑥2

d𝑥 = ∫
1

−1

2𝑥2

1 + √1 − 𝑥2
d𝑥 + ∫

1

−1

𝑥2 sin 𝑥
1 + √1 − 𝑥2

d𝑥 (3.1)

= ∫
1

−1

2𝑥2

1 + √1 − 𝑥2
d𝑥 + 0 (3.2)

= ∫
1

−1

2𝑥2
(1 − √1 − 𝑥2)

(1 − √1 − 𝑥2) (1 + √1 − 𝑥2)
d𝑥 (3.3)

= 2 ∫
1

−1 (1 − √1 − 𝑥2) d𝑥 (3.4)

= 4 − 𝜋 (3.5)

注记

ä 首先观察到
𝑥2 sin 𝑥

1 + √1 − 𝑥2
为奇函数，在对称区间内的定积分为 0

ä 然后运用分母有理化化简

ä 最后通过几何意义得出答案
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不定积分问题

练习 2

求积分∫ ln(1 + √𝑥) d𝑥

分析

这是一道求不定积分的题目，带有根号和 ln 𝑥的组合，所以这里给出一种依
靠换元积分法和分部积分法的解法。

解

∫ ln(1 + √𝑥) d𝑥
𝑡=1+√𝑥

= ∫ ln 𝑡 d(𝑡 − 1)2 (3.6)

= (𝑡 − 1)2 ln 𝑡 − ∫(𝑡 − 1)2 d ln 𝑡 (3.7)

= (𝑡 − 1)2 ln 𝑡 − ∫ (𝑡 + 1
𝑡 − 2) d𝑡 (3.8)

= (𝑡 − 1)2 ln 𝑡 − 1
2𝑡2 + 2𝑡 − ln 𝑡 + 𝐶 (3.9)

= (𝑥 − 1) ln(1 + √𝑥) − 1
2𝑥 + √𝑥 + 𝐶 (3.10)

注记

ä 求不定积分的时候不要忘记最后的常量 𝐶
ä 综合运用分部积分法和换元积分法

ä 求积分的方法并不唯一，可能答案有时也不唯一，所以在做题的时候不

必太在意方法，能做出来就行。

练习 3

计算积分∫
1

sin2 𝑥 + 9 cos2 𝑥
d𝑥

分析

带有齐次三角函数的不定积分问题有一种通解，就是利用三角函数的变换，
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将分式上下化为 tan 𝑥或 tan 𝑥
2 的形式从而换元积分。

解

∫
1

sin2 𝑥 + 9 cos2 𝑥
d𝑥 = ∫

sin2 𝑥 + cos2 𝑥
sin2 𝑥 + 9 cos2 𝑥

d𝑥 (3.11)

= ∫
tan2 𝑥 + 1
tan2 𝑥 + 9

d𝑥 (3.12)

(3.13)

令 𝑡=tan 𝑥则 𝑥=arctan 𝑡

∫
1

sin2 𝑥 + 9 cos2 𝑥
d𝑥 = ∫

𝑡2 + 1
𝑡2 + 9

⋅ 1
𝑡2 + 1

d𝑡 (3.14)

= ∫
1

𝑡2 + 9
d𝑡 (3.15)

令 𝑢 = 1
3𝑡则 𝑡 = 3𝑢

∫
1

sin2 𝑥 + 9 cos2 𝑥
d𝑥 = 1

3 ∫
1

𝑢2 + 1
d𝑢 (3.16)

= 1
3 arctan 𝑢 (3.17)

= 1
3 arctan(

1
3 tan 𝑥) (3.18)

注记

ä 利用换元积分法，一定要回代

练习 4

求积分∫
3

1
ln√

𝜋
|2 − 𝑥| d𝑥
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分析

这是一道求反常积分的题目，观察到函数在 𝑥 = 2的邻域发散，所以将其用
线性运算性质分开。

解

∫
3

1
ln√

𝜋
|2 − 𝑥| d𝑥 = ∫

2

1
ln√

𝜋
|2 − 𝑥| d𝑥 + ∫

3

2
ln√

𝜋
|2 − 𝑥| d𝑥 (3.19)

= 1
2 ( lim

𝜀1→0+ ∫
2−𝜀1

1
ln 𝜋

2 − 𝑥 d𝑥 + lim
𝜀2→0+ ∫

3

2+𝜀2
ln 𝜋

𝑥 − 2 d𝑥)
(3.20)

= lim
𝜀1→0+ ∫

2−𝜀1

1
ln 𝜋

2 − 𝑥 d𝑥 (3.21)

= lim
𝜀1→0+ ∫

2−𝜀1

1
(ln𝜋 − ln (2 − 𝑥)) d𝑥 (3.22)

= lim
𝜀1→0+

𝑥 ln𝜋|2−𝜀1
1 + ∫

2−𝜀1

1
ln (2 − 𝑥) d(2 − 𝑥) (3.23)

𝑡=2−𝑥= lim
𝜀1→0+

(1 − 𝜀1) ln𝜋 + ∫
𝜀1

1
ln 𝑡 d𝑡 (3.24)

= lim
𝜀1→0+

[(1 − 𝜀1) ln𝜋 + (𝑡 ln 𝑡 − 𝑡)|𝜀1
1 ] (3.25)

= ln𝜋 + 1 (3.26)

注记

ä 可以利用函数的对称性或周期性简便计算 (本例中观察到函数关于 𝑥 =
2对称)

ä 求反常积分最终总能转化为求极限问题 (所以回到第一章重新看看吧)

§3.2 定积分的应用
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§3.3 变上限积分函数

3.2.1 概述

在试卷中，定积分的应用常常以求旋转体体积，求平面图形的面积，应用题等

形式出现。解决算体积，面积题目的方法相对固定，分为两步。

1. 将区间 [𝑎, 𝑏]分割，用均匀变化取代非均匀变化 (化曲为直)得到局部微元。
2. 把局部微元相加 (积分)就能得到积分表达式
3. 最后求解定积分得出答案。(求不出来的，去上面从头看起)

3.2.2 例题分析

求旋转体体积

练习 1

将圆周 𝑥2 + 𝑦2 = 4𝑥 − 3绕 𝑦轴旋转一周，求所得旋转体的体积。

分析

圆的方程转化为 (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 1，用 d𝑥作为微元并不好求，换成 d𝑦就比较
好求，之后只需套用方法即可。

解

𝑉 = ∫
1

−1
𝜋 (2 + √1 − 𝑦2)

2
d𝑦 − ∫

1

−1
𝜋 (2 − √1 − 𝑦2)

2
d𝑦 (3.27)

= 8𝜋 ∫
1

−1
√1 − 𝑦2d𝑦 (3.28)

= 4𝜋2 (3.29)

注记

ä 在计算中形式相近的积分表达式时，可以考虑先化简 (合并)再计算
ä 再次利用几何意义求积分 (没看出来的也不要紧，能算出来就行)

§3.3 变上限积分函数
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3.3.1 概述

在本质上，变上限积分∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) d𝑡是 𝑓(𝑥)的一个以 𝑥 = 𝑎为零点的原函数。在

应用和解题时需要注意以下几方面：

ä 一般变上限积分不太好直接处理，需要求微分简化

ä 被积函数的变量是可以任意替换的，∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) d𝑡就是∫

𝑥

𝑎
𝑓(𝑚) d𝑚

ä 在求微分的时候，看清楚右边是否含有自变量，就是出现∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑥 + 𝑡) d𝑡的情

况，如果出现这种情况一般采用拆分和换元的方法解决

ä 积分上限不是 𝑥而是 𝑓(𝑥)的情况十分类似，书上有详细介绍，这里不加赘述。

3.3.2 例题分析

变上限积分函数

练习 1

求函数 𝑓(𝑥) = ∫
𝑥2

1
(𝑥2 − 𝑡)e−𝑡2d𝑡的单调区间和极值。

分析

要求单调区间和极值，所以需要对函数求导，而这道题的被积函数中出现了

自变量 𝑥，所以采用拆分的方法来处理该变上限积分函数。

解

𝑓(𝑥) = ∫
𝑥2

1
(𝑥2 − 𝑡)e−𝑡2 d𝑡 (3.30)

𝑓(𝑥) = 𝑥2
∫

𝑥2

1
e−𝑡2 d𝑡 − ∫

𝑥2

1
𝑡e−𝑡2 d𝑡 (3.31)

𝑓 ′ (𝑥) = 𝑥2(2𝑥e−𝑥4 ) + 2𝑥 ∫
𝑥2

1
e−𝑡2 d𝑡 − 2𝑥(𝑥2e−𝑥4 ) (3.32)

𝑓 ′ (𝑥) = 2𝑥 ∫
𝑥2

1
e−𝑡2 d𝑡 (3.33)

可以观察到，𝑓(𝑥)的驻点为 𝑥 = 0, ±1，由于 𝑓 ′ (𝑥)的被积函数恒正，所以很
容易看出正负。
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𝑥 (-∞,-1) -1 (-1,0) 0 (0,1) 1 (1,+∞)
𝑓 ′ (𝑥) - 0 + 0 - 0 +
𝑓(𝑥) ↘ 极小 ↗ 极大 ↘ 极小 ↗

由图表易得答案：单调增区间为 (−1, 0)，(1, +∞)，单调减区间为 (−∞, −1)，

(0, 1)，极小值为 𝑓(±1) = 0,极大值为 𝑓(0) = ∫
0

1
−𝑡e−𝑡2 d𝑡 = 1

2 (1 − 1
e)

注记

ä 求导的时候把变上限积分看成一个关于 𝑥的函数，综合利用求导法则
ä 一定要把被积函数里的“𝑥”拆分出来。

§3.4 积分相关的证明

3.4.1 概述

证明题，懂得都懂。需要极强的观察能力和构造能力。

3.4.2 例题分析

练习 1

已知等式两边的积分都收敛，且 𝑎, 𝑏 > 0，求证：

∫
+∞

0
𝑓 (𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥) d𝑥 = 1
𝑎 ∫

+∞

0
𝑓 (√𝑡2 + 4𝑎𝑏) d𝑡

分析

一步精妙的换元，串联左右两式。

证
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令 𝑥 = 1
2𝑎 (𝑡 + √𝑡2 + 4𝑎𝑏)，则 d𝑥 = 𝑡 + √𝑡2 + 4𝑎𝑏

√𝑡2 + 4𝑎𝑏
d𝑡

𝐼 = ∫
+∞

0
𝑓 (𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥) d𝑥 = 1
2𝑎 ∫

+∞

−∞
𝑓 (√𝑡2 + 4𝑎𝑏)

𝑡 + √𝑡2 + 4𝑎𝑏
√𝑡2 + 4𝑎𝑏

d𝑡 (3.34)

= 1
2𝑎 ∫

+∞

0
𝑓 (√𝑡2 + 4𝑎𝑏)

𝑡 + √𝑡2 + 4𝑎𝑏
√𝑡2 + 4𝑎𝑏

d𝑡

+ 1
2𝑎 ∫

0

−∞
𝑓 (√𝑡2 + 4𝑎𝑏)

𝑡 + √𝑡2 + 4𝑎𝑏
√𝑡2 + 4𝑎𝑏

d𝑡 (3.35)

令 𝑡 = −𝑢

𝐼 = 1
2𝑎 ∫

+∞

0
𝑓 (√𝑡2 + 4𝑎𝑏)

𝑡 + √𝑡2 + 4𝑎𝑏
√𝑡2 + 4𝑎𝑏

d𝑡

+ ∫
+∞

0
𝑓 (√𝑡2 + 4𝑎𝑏)

−𝑡 + √𝑡2 + 4𝑎𝑏
√𝑡2 + 4𝑎𝑏

d𝑡 (3.36)

= 1
𝑎 ∫

+∞

0
𝑓 (√𝑡2 + 4𝑎𝑏) d𝑡 (3.37)

得证。

注记

ä 利用换元积分法求定积分或者反常积分时，时刻注意自变量的范围

ä 不会的话也不要气馁 (这题想不到很正常)
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§4.1 一阶微分方程

4.1.1 方法指引

1. 分离变量法：这是其他一切方法的基础，就是将微分方程整理成 𝑓(𝑥) d𝑥 =
𝑔(𝑦) d𝑦这种形式。

2. 套公式法：可以直接套用书上的通解公式：
d𝑦
d𝑥 + 𝑃 (𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)的通解为：𝑦 = e− ∫ 𝑃 (𝑥) d𝑥

(∫ 𝑄(𝑥)e∫ 𝑃 (𝑥) d𝑥 d𝑥 + 𝐶)
3. 变量代换法：用新的变量代换原来的变量，起到降阶、简化的作用。

ä 𝑢 = 𝑦
𝑥 (齐次微分方程

d𝑦
d𝑥 = 𝑓 (

𝑦
𝑥)的代换)

ä 𝑢 = 𝑦1−𝛼(𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖方程 d𝑦
d𝑥 + 𝑃 (𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝛼(𝛼 ≠ 0, 1)的代换)

ä 𝑢 = d𝑦
d𝑥 (对高阶微分方程 𝑦″ = 𝑓 (𝑥, 𝑦′)和 𝑦″ = 𝑓 (𝑦, 𝑦′)进行降阶)

ä 其他灵活的代换如 𝑢 = 𝑥 + 𝑦, 𝑢 = 𝑥𝑦等等

4.1.2 例题讲解

练习 1

微分方程 𝑦 ln 𝑦 d𝑥 + (𝑥 − ln 𝑦) d𝑦 = 0的通解是 。

分析

本题 𝑦与 𝑥互相缠绕，无法分离变量，而且还有 ln 𝑦的存在，使得题目更加
不好处理，必须要变量代换。那么我们可以先将最麻烦的 ln 𝑦用 𝑢代换。则
原方程可化为: 𝑦𝑢 + (𝑥 − 𝑢)𝑦𝑢′ = 0，显然 𝑦不等于 0，则：𝑢 + (𝑥 − 𝑢)𝑢′ = 0，依
然无法分离变量，则再次代换：𝑧 = 𝑥 − 𝑢，化简得：𝑥 = 𝑧𝑧′，可以解方程了。

解

令 𝑢 = ln 𝑦，则： d𝑢
d𝑥 = 1

𝑦
d𝑦
d𝑥

则原方程化为：𝑦𝑢 + (𝑥 − 𝑢)𝑦 d𝑢
d𝑥 = 0

又 𝑦 ≠ 0，则：𝑢 + (𝑥 − 𝑢) d𝑢
d𝑥 = 0
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令 𝑧 = 𝑥 − 𝑢，则： d𝑧
d𝑥 = 1 − d𝑢

d𝑥
则

𝑥 − 𝑧 + 𝑧 (1 − d𝑧
d𝑥) = 0

𝑥 d𝑥 = 𝑧 d𝑧
1
2𝑥2 = 1

2𝑧2 + 𝐶

𝑧2 = 𝑥2 + 𝐶
(𝑥 − ln 𝑦)2 = 𝑥2 + 𝐶

注记

ä 本题用了 2次变量代换，都是为了简化方程，使得其可以用分离变量来
解题，下面再来看一道用变量代换降阶的例题。

练习 2

求微分方程 (𝑦 + 1)𝑦″ + (𝑦′)2 = (1 + 2𝑦 + ln 𝑦)𝑦′ 满足 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 1
2 的解。

分析

此题先变量代换：𝑝 = 𝑦′ 可得 (𝑦 + 1)𝑝𝑝′ + 𝑝2 = (1 + 2𝑦 + 𝑙𝑛𝑦)𝑝，于是可化为
常规形式：𝑝′ + 1

𝑦 + 1𝑝 = 1 + 2𝑦 + ln 𝑦
𝑦 + 1 则可以通过套公式解得：

𝑝 = 1
𝑦 + 1 (𝑦2 + 𝑦 ln 𝑦 + 𝐶1)可以先通过代初值条件，将常数 𝐶1 解得，即

𝐶1 = 0。则 𝑦′ = 1
𝑦 + 1 (𝑦2 + 𝑦 ln 𝑦)，分离变量得：

1 + 1
𝑦

𝑦 + ln 𝑦 d𝑦 = d𝑥，对于 𝑑𝑦
前面的项不好处理，但此时我们发现它为分数形式，故我们可以先猜其为

ln(𝑦 + ln 𝑦)的导数，然后验证发现正确，故可得最终答案。

解

方程不显含 𝑥，记 𝑝 = 𝑦′，则 𝑦″ = 𝑝 d𝑝
d𝑦，方程化为：

(𝑦 + 1)𝑝𝑝′ + 𝑝2 = (1 + 2𝑦 + 𝑙𝑛𝑦)𝑝 (4.1)
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于是

𝑝′ + 1
𝑦 + 1𝑝 = 1 + 2𝑦 + ln 𝑦

𝑦 + 1 (4.2)

𝑝 = 1
𝑦 + 1 (𝑦2 + 𝑦 ln 𝑦 + 𝐶1) (4.3)

代入 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 1
2，得到 𝐶1 = 0，则

𝑦′ = 𝑝 = 1
𝑦 + 1 (𝑦2 + 𝑦 ln 𝑦) (4.4)

即

𝑦 + 1
𝑦2 + 𝑦 ln 𝑦

d𝑦 = d𝑥 (4.5)

1 + 1
𝑦

𝑦 + ln 𝑦 d𝑦 = d𝑥 (4.6)

1
𝑦 + ln 𝑦 d(𝑦 + ln 𝑦) = d𝑥 (4.7)

d ln(𝑦 + ln 𝑦) = d𝑥 (4.8)

ln(𝑦 + ln 𝑦) = 𝑥 + 𝐶2 (4.9)

代入 𝑦(0) = 1，得到 𝐶2 = 0所求的解为

ln(𝑦 + ln 𝑦) = 𝑥 (4.10)

注记

ä 在解微分方程时，遇到
分子

分母
的形式时，可以猜解为 ln(分母) 的形式，

然后验证，说不定就对了呢。

有时微分方程还会与变上限积分结合，这类题虽然穿着变上限积分的马甲，但

是只要多次求导，将变上限积分化为对应的导函数，就变成了普通的微分方程形式

了。

练习 3

设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥)在 (0, +∞)上可微，求 𝑦 = 𝑦(𝑥)，使得：
𝑥 ∫

𝑥

0
𝑦(𝑡) d𝑡 = (𝑥 + 1) ∫

𝑥

0
𝑡𝑦(𝑡) d𝑡。
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分析

这类题求导即可化为对应的微分方程。需要注意对 𝑥 ∫
𝑥

0
𝑦(𝑡) d𝑡的求导相当

于是对乘积形式的求导。

解

两边求导得：

∫
𝑥

0
𝑦(𝑡) d𝑡 + 𝑥𝑦(𝑥) = ∫

𝑥

0
𝑡𝑦(𝑡) d𝑡 + (𝑥 + 1)𝑥𝑦(𝑥) (4.11)

∫
𝑥

0
𝑦(𝑡) d𝑡 = ∫

𝑥

0
𝑡𝑦(𝑡) d𝑡 + 𝑥2𝑦(𝑥) (4.12)

再次求导得：

𝑦(𝑥) = 𝑥𝑦(𝑥) + 2𝑥𝑦(𝑥) + 𝑥2𝑦′(𝑥) (4.13)

(1 − 3𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑥2𝑦′(𝑥) (4.14)

𝑦(𝑥) = 0时，满足方程。
𝑦(𝑥) ≠ 0时，有

1
𝑦 d𝑦 = 1 − 3𝑥

𝑥2 d𝑥 (4.15)

ln |𝑦| = − 1
𝑥 − 3 ln |𝑥| + 𝐶 (4.16)

𝑦 = 𝐶
𝑥3 e

− 1
𝑥 (4.17)

其中 𝐶 为任意常数。

§4.2 高阶微分方程

4.2.1 方法指引

1. 记住课本上的关于常系数高阶微分方程的解的对应的形式。
2. 简单的特解可以先猜出来，然后验证。
3. 若出现了单独的 𝑥𝑛 的形式，一定要联想到重根。

4. 牢记非齐次方程的两个特解相减就是对应的齐次方程的通解。

40
Qian Yuan Xue Fu



钱
院
学
辅

§4.2 高阶微分方程

4.2.2 例题精讲

常系数类

练习 1

设三阶常系数齐次微分方程的特解为 3𝑡2，求该方程及通解。

分析

题目明确指出了“三阶”“常系数”“齐次”，故我们可以通过对比解的形式，

联想到，只有在 0为特征方程的解，且为方程的三重根时，才能出现 𝑡2的形

式又因为该方程为三阶，故 0即为特征方程的三重根。至此，破题。

解

由题可知：此方程的特征方程为：𝜆3 = 0
所以原方程为：𝑦‴ = 0
故通解为：𝐶1 + 𝐶2𝑡 + 𝐶3𝑡2

练习 1升级

下列选项中，不是某个二阶常系数线性微分方程的一组解的是 ( )。
𝐴.e𝑥 + 𝑥, 𝑥 − 2e−2𝑥, e−2𝑥 + 𝑥
𝐵.e𝑥 + 𝑥e−𝑥, 2𝑥e𝑥 + 𝑥e𝑥, 𝑥e𝑥 + 𝑥e−𝑥

𝐶.e𝑥 − 𝑥 + 1, 2 − 𝑥, e𝑥 − 𝑥
𝐷.𝑥(e𝑥 + 1), 𝑥e𝑥 − 2𝑒−𝑥, 𝑥e𝑥 + 2𝑥 + 2e−𝑥

分析

题目中指出了“二阶”“常系数线性”，从选项中我们可以发现：每一个选项

中，三个解一定有着一个公共项，这就是我们的突破口，我们可以大胆假设

它为特解，那么任意两个解相减就得到了通解。这样我们逐一验证选项后，

发现 𝐷选项中，通解中存在了单独的 𝑥，则特征方程必须得有 0为二重根，
矛盾，故 𝐷错误。

解

𝐷
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注记

ä 在解决这种只给了解而不知道具体原方程的类型的题目时，要学会利

用解的特点，以及两个解相减可得通解的方法，来找出重根和原特征方

程，从而破题。

非常系数类

下面我们主要以二阶微分方程为例，先以一个证明引入：

练习 2

设 𝑥1(𝑡)为 𝑥̈ + 𝑎1(𝑡)𝑥̇ + 𝑎2(𝑡)𝑥 = 0的一个非零解，证明：使用 𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡)𝐸(𝑡)可将
二阶方程化为一阶方程。(𝐸(𝑡)不为常数)

证

设 𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡)𝑍(𝑡)为该方程的解，则：

𝑥̇(𝑡) = ̇𝑥1(𝑡)𝑍(𝑡) + 𝑥1(𝑡)𝑍̇(𝑡) (4.18)

𝑥̈(𝑡) = ̈𝑥1(𝑡)𝑍(𝑡) + 2 ̇𝑥1(𝑡)𝑍̇(𝑡) + 𝑥1(𝑡)𝑍̈(𝑡) (4.19)

则代入原方程化简得：

[ ̈𝑥1(𝑡) + 𝑎1(𝑡) ̇𝑥1(𝑡) + 𝑎2(𝑡)𝑥1(𝑡)]𝑍(𝑡) + [2 ̇𝑥1(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑥1(𝑡)]𝑍̇(𝑡) + 𝑥1(𝑡)𝑍̈(𝑡) = 0
(4.20)

又 𝑥1(𝑡)为原方程的解，故 𝑍(𝑡)前的系数为 0
令 𝑢(𝑡) = 𝑍̇(𝑡)，则：

𝑥1(𝑡) ̇𝑢(𝑡) + [2 ̇𝑥1(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑥1(𝑡)]𝑢(𝑡) = 0 (4.21)

化为了一阶微分方程。

在此基础上，我们可以通过解这个一阶微分方程，得到题目中二阶微分方程

的通解。
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求通解：

1
𝑢 d𝑢 = −2𝑥1(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑥1(𝑡)

𝑥1(𝑡) d𝑡 (4.22)

ln |𝑢| = − ∫ [
2 ̇𝑥1(𝑡)
𝑥1(𝑡) + 𝑎1(𝑡)] d𝑡 (4.23)

= − ln 𝑥2
1(𝑡) − ∫ 𝑎1(𝑡) d𝑡 + 𝐶1 (4.24)

∴𝑍̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) = 𝐶1
1

𝑥2
1(𝑡)

e− ∫ 𝑎1(𝑡) d𝑡 (4.25)

∴𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡)
[

𝐶1 ∫
e− ∫ 𝑎1(𝑡) d𝑡

𝑥2
1(𝑡)

d𝑡 + 𝐶2]
(4.26)

当我们熟记这个公式后 (虽然很难)，就可以快速解决下面这道题了。
练习 3

验证 𝑥 = sin 𝑡
𝑡 是微分方程 𝑥̈ + 2

𝑡 𝑥̇ + 𝑥 = 0的解，并求通解。

解

将 𝑥 = sin 𝑡
𝑡 代入原方程可知满足，故是原方程的解。

套用上面的结论，有：

𝑥(𝑡) = sin 𝑡
𝑡

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣
𝐶1 ∫

e− ∫ 2
𝑡 d𝑡

(
sin 𝑡

𝑡 )
2 d𝑡 + 𝐶2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

(4.27)

= 𝐶1
cos 𝑡

𝑡 + 𝐶2
sin 𝑡

𝑡 (4.28)

注记

ä 通常这种非常系数类的微分方程，只会出二阶的形式，在有了上面的公

式帮助下，以后我们可以先猜一个简单的可能解，验证一下，如果对的

话，直接套上面的公式，则另外一个线性无关的解也就得到了，

§4.3 线性微分方程组

43
Qian Yuan Xue Fu



钱
院
学
辅

第四章

4.3.1 概述

此部分的概念及理论层面有些抽象，同学们在学到此部分时往往处于懵逼状

态，如坠雨雾之间，不得其法。但是，实际上此部分在考试题中考察的内容非常简

单，基本上是在考察线代的知识，故大家不用过于深究前面的理论部分，只用做几

道例题即可 (甚至线代大佬连例题都不需要做)。

4.3.2 必备知识点与例题讲解

常系数齐次线性微分方程组

1. 若系数矩阵A有 𝑛个线性无关的特征向量，对应的特征值为 𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑛，则
d𝑥⃗
d𝑡 = A𝑥⃗的基解矩阵为：X(𝑡) = [𝑟1e𝜆1𝑡, 𝑟2e𝜆2𝑡,… , 𝑟𝑛e𝜆𝑛𝑡]。(也包含了重特征
值的代数重数等于几何重数的情况)

2. 若 A没有 𝑛个线性无关的特征向量

定理 1 若 𝜆𝑖 为 A的 𝑛𝑖 重特征值，则其对应 𝑛𝑖 个线性无关的解，每个

解的形式如下：

𝑥⃗(𝑡) = [𝑟0 + 𝑡
1!𝑟1 + ⋯ + 𝑡𝑛−1

(𝑛 − 1)! 𝑟𝑛−1] (4.29)

其中 𝑟0满足：(A − 𝜆𝑖E)𝑛𝑖 𝑟0 = 0⃗，且对于代数重数为 𝑛𝑖的 𝜆𝑖，由此方程

总可以解出 𝑛𝑖 个线性无关的 𝑟0
对于每一个 𝑟0，由下面递推关系依次解出 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3,…：

𝑟𝑖 = (A − 𝜆𝑖E)𝑟𝑖−1 (4.30)

再依次代入(4.29)即可。

3. 若特征值中出现复数，则复数解中的实部与虚部也为分别方程中的解。(先用
欧拉公式化简)

练习 1

求下列微分方程组的解。

(1) d𝑥⃗
d𝑡 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 0
0 1 0
0 0 2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑥⃗ (2) d𝑥⃗
d𝑡 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 0
1 1 0
0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑥⃗
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解

(1)由 |A − 𝜆E| = 0得：
𝜆1 = 𝜆2 = 1, 𝜆3 = 2 (4.31)

𝜆 = 1时，由 (A − E)𝑥⃗ = 0⃗得：

𝑟01 = (1, 0, 0)T, 𝑟02 = (0, 1, 0)T (4.32)

则有：

𝑟11 = (A − E)𝑟01 = (0, 0, 0)T (4.33)

𝑟12 = (A − E)𝑟02 = (1, 0, 0)T (4.34)

故：

𝑥⃗1(𝑡) = e𝑡(1, 0, 0)T (4.35)

𝑥⃗2(𝑡) = e𝑡[(0, 1, 0)T + 𝑡(1, 0, 0)T] (4.36)

𝜆 = 2时，由 (A − 2E)𝑥⃗ = 0⃗得：

𝑟3 = (0, 0, 1)T (4.37)

故：

𝑥⃗3(𝑡) = e2𝑡(0, 0, 1)T (4.38)

故通解为：

𝑥⃗(𝑡) = 𝐶1(e𝑡, 0, 0)T + 𝐶2(𝑡e𝑡, e𝑡, 0)T + 𝐶3(0, 0, e2𝑡)T (4.39)

(2)由 |A − 𝜆E| = 0得：

𝜆1 = 1 + i, 𝜆2 = 1 − i, 𝜆3 = 1 (4.40)

𝜆 = 1 + i时，由 (A − (1 + i)E)𝑥⃗ = 0⃗得：

𝑟1 = (1, −i, 0)T (4.41)

则有：

𝑥⃗1(𝑡) = e(1+i)𝑡(1, −i, 0)T (4.42)

= e𝑡(cos 𝑡 + i sin 𝑡)[(1, 0, 0)T + i(0, −1, 0)T] (4.43)

= e𝑡[(cos 𝑡, sin 𝑡, 0)T + i(sin 𝑡, − cos 𝑡, 0)T] (4.44)
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那么我们可以立即用实部和虚部得到两个线性无关的解：

𝑥′1 = e𝑡(cos 𝑡, sin 𝑡, 0)T (4.45)

𝑥′2 = e𝑡(sin 𝑡, − cos 𝑡, 0)T (4.46)

𝜆 = 1时，由 (A − E)𝑥⃗ = 0⃗得：

𝑟3 = (0, 0, 1)T (4.47)

故：

𝑥⃗3(𝑡) = e𝑡(0, 0, 1)T (4.48)

故通解为：

𝑥⃗(𝑡) = 𝐶1(e𝑡 cos 𝑡, e𝑡 sin 𝑡, 0)T + 𝐶2(e𝑡 sin 𝑡, −e𝑡 cos 𝑡, 0)T + 𝐶3(0, 0, e𝑡)T (4.49)

常系数非线性微分方程组

此部分特别抽象而且公式推导过程复杂，但是，值得庆幸的是，基本上期末考

试不会考 (除了 2021年)。故笔者在此只将公式列出，供大家参考。
设 X(𝑡)为对应齐次方程的基解矩阵，且 X(0) = E，则非齐次方程的通解为：

𝑥⃗(𝑡) = X(𝑡)𝐶 + ∫
𝑡

𝑡0
X(𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏) d𝜏 (4.50)

其中 X(0) = E的基解矩阵求法为：
1. 求出一个基解矩阵 X1(𝑡)；
2. 求 X−1

1 (0)；
3. X(𝑡) = X1(𝑡)X−1

1 (0)。
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