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前言

数学物理方程，简称“数理方程”，是多数工科专业同学必修的课程，它通过

对一些具有典型意义的实际模型的深入剖析，阐明和讲述偏微分方程的基本理论、

处理问题的典型技巧以及应用的物理背景，既是数学联系其他自然学科和技术领

域最重要的桥梁之一，同时也为非数学类理工科专业的后继课程提供必要的数学

工具，更重要的是对培养学生应用数学理论和方法解决实际问题的能力大有裨益。

2020-2021第一学期的数理方程课程安排在 9-16周，因而课程内容未覆盖《数
学物理方程（第 2版）》的全部内容，笔者也是遵照代课老师讲解的主干内容整理
得到如下知识结构，对于未涉及的部分有待其他同学进一步补充（由于笔者使用

的“幕布”软件支持共享，欢迎同学们通过链接https://share.mubu.com/doc/
GUWy5o73ry继续在“幕布”平台进行个人创作）。

笔者的“数理方程”课程由秦军林老师代课，秦老师采用的授课方式主要是板

书，在授课过程中尤其注重公式的推导证明与题目的解答推演，经常写满黑板。根

据本人的观察和了解，许多同学通过拍照板书作为课堂笔记，但部分手写体不好辨

认、不便联系多块黑板上的板书，在完成作业和复习的过程中如上问题给同学们带

来了较大困扰。鉴于此，本人利用空闲时间整理了这份知识结构，一来通过整理知

识体系加深了自己对知识的记忆与理解，二来便于为广大同学勾勒本课程的知识

体系便于总结与复习。值得说明的是，在这份知识结构中，我略去了各项结论推导

证明的过程，但读者应该着重回顾贝塞尔方程本征值问题的证明过程、格林公式的

推导过程；对于诸如“叠加原理”、“特殊区域上的格林函数”等只是罗列了条目，

没有写具体内容，原因在于这些内容或相对简单、或因题而异，读者可以寻找相关

题目在练习中积累方法经验；对于分离变量法，本文着重介绍四大步骤，希望读者

理论联系实践，在练习中增进理解。

笔者在学习“数理方程”时，往往会因解题过程的复杂而产生抵触情绪，同时

又会出现因不熟悉公式定理导致做题效率低下的问题。然而在一段时间的学习后，

本人逐渐意识到数学学习的魅力正是在于通过个人的不懈努力最终解决困难问题

的过程，而当加深了对知识的记忆和理解后再加以练习，容易取得理论认识和实践

熟练度相长的良性循环。由衷希望本文能够为广大同学的在此课程的学习提供切

实帮助，如有任何意见或建议也可随时向“钱院学辅”提出，谢谢大家！

——越杰 91张玉辰

https://share.mubu.com/doc/GUWy5o73ry
https://share.mubu.com/doc/GUWy5o73ry


 

 

 

 

数理方程知识总结 

● 一、 三大方程与相应定解问题 

常考：物理含义、根据题设写出方程 

● 波动方程 

 

● 柯西问题：只含初始条件的弦振动方程初值问题 

● 热传导方程 

 

● 拉普拉斯方程/泊松方程 

 

● 泊松方程边值问题（没有初始条件） 

● 第一边值问题（迪利克雷问题） 

● 第二边值问题（纽曼问题） 

● 第三边值问题 

● 二、解定解问题 

● 1. 叠加原理 

● 方程的叠加原理 
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● 定解条件的叠加原理 

● 原定解问题的方程、初始条件、边界条件中的非齐次项分别单独作用下得到的解叠加后就

是原定解问题的解（多因素共同作用的结果是单独作用效果之和） 

● 多个定解问题的方程、初始条件、边界条件的非齐次项对应叠加后得到的新定解问题，其

解等于每个定解问题解的叠加 

● 2. 化简 

● 方程的化简 

● 方程的分类与化简 

 

此部分内容还应注意与特征线法相互联系，作为使用特征线时的铺垫工作 
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● 定解条件的化简 

● 非齐次边界条件的齐次化 

● 作辅助函数𝑤(𝑥, 𝑡)，令𝑢 = 𝑣 + 𝑤 

● 使得𝑤的边界条件与𝑢一致，进而使得𝑣的边界条件齐次化 

 

 

● 最后答案通过𝑢 = 𝑣 + 𝑤的关系进行还原 

● 3. 解法 

● 分离变量法：一维弦振动和热传导的定解问题&平面位势/泊松/拉氏方程的边

值问题 

● 一维弦振动和热传导的定解问题 

● 四大基本步骤： 

● 1. 设变量分离的函数：𝑼(𝒙, 𝒕) = 𝑿(𝒙)𝑻(𝒕)，代入原定解问题化简，构建本征值问题 

● 2. 求解本征值问题，得到本征值与本征函数系𝑿𝒏 

● 证明𝝀非负——两边同乘𝑿，移项积分 

● 证明不同𝝀对应的𝑿相互正交——交叉乘𝑿𝟏、𝑿𝟐，作差后移项积分 

● 3. 将所得特征值代入关于𝑻的方程，解得另一函数系𝑻𝒏，得到和式（形式解） 

● 4. 利用初始条件确定𝑻𝒏中未知系数，得到最终答案 

● 齐次方程齐次边界条件（最基本的形式） 

● 非齐次方程齐次边界条件 

● 利用特征函数系法处理非齐次方程 

● 按照之前的方法求出齐次方程关于𝑥的特征函数系，再令𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝛴𝑻𝒏(𝑡)𝑿𝒏(𝑥)，代

入非齐次方程，利用傅里叶变换将非齐次项展开，使得等式两边均为和式，得到关

于𝑻𝒏的微分方程，利用初始条件得到改微分方程对应的定解条件，进而求得𝑻𝒏 

● 非齐次边界条件的齐次化处理（见上方化简部分介绍） 

● 此时经过化简得到的必然是非齐次方程和齐次边界条件 

● 平面位势/泊松/拉氏方程的边值问题 
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● 直角坐标 

● 矩形域 

● 要求至少一组对边上的第一类边界条件为齐次 

● 其余一组的作为初始条件使用 

● 极坐标（关注谁用来充当初始条件，自然边界条件的针对性） 

 

方程以直角坐标描述时，先坐标变换，再分离变量 若出现第二类边界条件，注意对应

于𝒙, 𝒚偏导数的正负关系 

● 圆域 

● 没有初始条件 

● 自然条件包含两个 

● 1.Ф(𝜽) = Ф(𝜽 + 𝟐𝝅) 

● 由于该条件具有叠加性，利用此条件参与构建本征值问题，即本征值问

题是关于Ф(𝜃)的问题 

● 2.|𝑹(𝟎)| < +∞ 

● 利用该条件帮助确定𝑅(𝜌)函数系待定系数 

● 扇形域 

● 关于𝜽的边界条件视为原边界条件（必为齐次） 

● 关于𝜌的边界条件视为初始条件 

● 自然条件只有一个（关于𝜃的题目中有了），即|𝑅(0)| < +∞ 

● 环域 

● 没有初始条件 

● 自然条件只有一个，Ф(𝜃) = Ф(𝜃 + 2𝜋) 

● 扇环域 

● 两直边边界条件，齐次 

● 两弧边边界条件充当初始条件 

● 没有自然条件 

● 补充知识： 

● 求解欧拉方程（已知Ф(𝜽)函数系后求解𝑹(𝝆)） 钱
院
学
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● 圆域上的泊松公式 

 

● 贝塞尔函数法：求解二维、三维热传导问题 

● 背景知识 

● 变系数二阶线性常微分方程的解的形式（2 大定理） 

 

● Γ 函数及递推公式 

 

● 贝塞尔方程 

● 贝塞尔函数 

● 第一类贝塞尔函数 
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● 第二类贝塞尔函数 

 

● 通解形式 

● 整数阶 

 

● 非整数阶 

 

● 用初等函数表示半整数阶贝塞尔函数 

● 利用三角函数的泰勒展开式化简 

● 整数阶贝塞尔函数性质 

● 奇偶性 

● 与阶数的奇偶性相同 

● 零点 

● 无复零点，有无穷多实零点，且关于原点对称 

● 𝐽0(0) = 1，𝑱𝒏(𝟎) = 𝟎且为𝒏重零点，其余的零点均为单重零点 

● 当𝑥 → ∞，相邻零点间隔趋近于𝜋，贝塞尔函数几乎以𝜋为周期 

● 相邻阶数贝塞尔函数的零点相间分布 

● 递推公式（也适合于非整数阶，化简积分&证明恒等式） 
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● 贝塞尔方程的本征值问题（定理的四步证明） 

 

● 第一步，证明 λ>0 

 

● 第二步，证明本征值问题具有所示形式解（特征函数） 
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● 第三步，证明特征函数系具有正交性（线性无关） 

 

● 第四步，证明贝塞尔函数的平方模公式 

 

● 将给定函数展开成傅里叶-贝塞尔级数 
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● 格林函数法：求解二维、三维泊松/拉氏定解问题 

● 格林公式 

● 格林第一公式 

● 二维 

 

● 三维 

 

● 格林第二公式 

● 二维 

 

● 三维 

 

● 格林第三公式 

● 二维 

 

● 三维 

 

● 拉氏方程的基本解 Γ 

● 二维 
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● 三维 

 

● 格林函数 G（纯粹构造得到，用于化简第三公式，便于解决定解问题） 

● 𝑢(𝜉, 𝜂, 𝜁) = −∬ 𝑢
𝜕𝐺

𝜕�⃑� 
𝑑𝑠 − ∭ 𝐺Δ𝑢𝑑𝑉

Ω𝜕Ω
, 𝐺|𝜕Ω = 0 

● 几个特殊区域上的格林函数 G——对称法 

● 半空间 

● 半平面 

● （半）圆域 

● 特征线法：柯西问题&一维波动方程 

● 一阶偏微分方程的特征线法 

● 特征线变量变换 

 

● 一阶线性偏微分方程的柯西问题 

 

● 一阶拟线性偏微分方程的柯西问题 钱
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● 一维波动方程的特征线法（达朗贝尔公式） 
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