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第一章 集合与点集

§1.1 第一组

由于第一章内容较为基础，其中的不少内容在分析中也已有所介绍，故我

们只选取少量较典型的题目给出具体的解析。

练习 3 设有集合列 {An}, {Bn}试证明：

(i ) lim
n→+∞ (An ∪Bn) =

(
lim

n→+∞ An

)
∪

(
lim

n→+∞Bn

)

(i i ) lim
n→+∞

(An ∩Bn) =
(

lim
n→+∞

An

)
∩

(
lim

n→+∞
Bn

)

证明 利用定理 1.3直接进行叙述即可，此处省略 ■
练习 14 设 F ⊂Rn是有界闭集，E是 F 的一个无限子集，试证明 E ′∩F ̸= ;.反

之，若 F ⊂Rn ,且对于 F中的任一无限子集 E，有 E ′∩F ̸= ;，则 F 是有界闭集.

证明 由于 F是闭集故 E ⊂ F,故 E ′ ⊂ F.由列紧性原理知 E ′ ̸= ;，故得证
另一方面，我们反设 E 无界，则对于任意的正整数 n，有 E ∩ (

B(0,n) \

B(0,n − 1)
) ̸= ;. 在 B(0,n) \ B(0,n − 1) 中任取一点 xk，故点列 {xk } 无聚点. 令

E = {xk |k ∈N∗},故 E ′ =;，矛盾！故 E有界.

若 F 不为闭集，则 F中存在一个收敛的不重复点列 {yn},有 yn → y0，故

y0 ∈ F,矛盾！故 F为有界闭集 ■
练习 16 设 A,B 是 R 中的点集，试证明 (A×B)′ = (A×B ′)∪ (A′×B)

证明 任取 A × B 中的互异收敛点列 {(xn , yn)}, 设收敛点为 (x0, y0), 故 xn →
x0, yn → y0.我们可以用反证法得到 (A \ A′)×(B \B ′) ∪ (A×B)′ =;(此处请读者自

行补充).另一方面，显然 A×B ′, A′×B , A′×B ′ ⊂ (A×B)′.综上得证 ■
练习 18 设 f ∈C (R ), {Fk }是 R 中的递减紧集列，试证明

f

( ∞∩
k=1

Fk

)
=

∞∩
k=1

f (Fk )
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2 第一章 集合与点集

证明 由闭集套定理得
∞∩

k=1
Fk ̸= ;，任取 x ∈

∞∩
k=1

Fk ,故对于任意的正整数 k,有

f (x) ∈ f (Fk ),故 f (x) ∈
∞∩

k=1
f (Fk ),故 f

( ∞∩
k=1

Fk

)
⊂

∞∩
k=1

f (Fk ).

任取 y ∈
∞∩

k=1
f (Fk ),故对于任意的正整数 k,y ∈ f (Fk ).记 Ek = f −1(y)∩Fk ,故

Ek 为闭集，故 Ek 为递减闭集列.由闭集套定理知存在 x ∈ R ,使得 x ∈
∞∩

k=1
(Ek ) =

f −1(y)∩
∞∩

k=1
Fk ,故 y ∈ f

( ∞∩
k=1

Fk

)
.综上 f

( ∞∩
k=1

Fk

)
=

∞∩
k=1

f (Fk ) ■

练习 38 设 f : [0,1] 7→ [0,1].若点集 G f =
{
(x, f (x)) : x ∈ [0,1]

}
是 [0,1]× [0,1]中

的闭集，试证明 f ∈C ([0,1])

证明 记ω(x)表示函数 f (x)在 x处的振幅，记M(x) = lim
t→x

f (t ),m(x) = lim
t→x

f (t ),

即 ω(x) = M(x)−m(x).由分析知识我们可以得到 f (x)在 x0 处连续的充分必要

条件是 ω(x0) = 0.

若存在 x0 ∈ [0,1],满足 ω(x0) ̸= 0,那么必有 f (x0) ̸= M(x0)或 f (x0) ̸= m(x0).

不妨设 f (x0) ̸= M(x0)，故 (x0, M(x0)) ∉ G f .由定义知存在 [0,1]中的趋于 x0 的

数列 {an} 满足 lim
n→∞ f (an) = M(x0). 故对于任意的 ϵ > 0, 存在正整数 n, 使得√

(x0 −an)2 + (M(x0)− f (an))2 < ϵ, 而 (an , f (an)) ∈ G f , 故 (x0, M(x0)) 不为 G f 的

内点，这与G f 是 [0,1]× [0,1]中的闭集矛盾！故假设不成立，原命题成立. ■
练习 40 设 A,B ⊂ Rn，且 A ∩B = B ∩ A =;,试证明存在开集 G A ,GB 使得 G A ∩

GB =;,G A ⊃ A,GB ⊃ B .

证明 取G A = {x ∈Rn |d(x, A) < d(x,B)} ,GB = {x ∈Rn |d(x, A) > d(x,B)},由于 d是

连续函数，故G A ,GB 是开集，显然G A ∩GB =;,G A ⊃ A,GB ⊃ B ■
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第二章 Lebesgue测度

§2.1 第一组

练习 1 设 E ⊂ R ,且存在 q : 0 < q < 1,使得对任一区间 (a,b),都有开区间列

{In} :

E ∩ (a,b) ⊂
∞∪

n=1
In ,

∞∑
n=1

m(Ik ) < (b −a)q ,

试证明m(E) = 0

证明 由于m∗(E) = m∗
(
E ∩

∞∪
n=1

In

)
≤

∞∑
n=1

m∗ (E ∩ In) ,所以只需要证明m∗ ((a,b)∩E) =
0

由条件知存在 In(an ,bn), (n ∈N ),
∞∪

n=1
In ⊃ E ∩ (a,b) , s.t .

∞∑
n=1

(bn −an) ≤ q(b −
a) . 下面我们对于每个 (an ,bn) 再做如上操作，所以存在 I (1)

n = (a(1)
n ,b(1)

n ),n ∈
N ,

∞∪
n=1

I (1)
n ⊃ E ∩(ak ,bk ) ,且

∞∑
n=1

m(I (1)
n ) < (bk −ak )q .我们再对 k求和，故我们得到

了可数多个开集 {Jn}∞n=1, s.t .
∞∪

n=1
Jn ⊂

(
E ∩

∞∪
k=1

(ak ,bk )

)
,且

∞∑
n=1

m(Jn) ≤ q
∞∑

n=1
(bn −

an) < q2(b −a),故m∗ ((a,b)∩E) < q2(b −a).

以此类推我们重复上面的过程，可得m∗ ((a,b)∩E) = 0 ■
练习 2 设 A1, A2 ⊂ Rn , A1 ⊂ A2, A1是可测集，且m(A1) = m∗(A2) <+∞,试证明

A2是可测集

证明 由于 A1可测，故m∗(A2) = m∗(A1)+m∗(A2 \ A1),故 A2 \ A1是零测集，故

A2 \ A1是可测集，故 A2 = A1 ∪ A2 \ A1是可测集 ■
练习 3 设 A,B ⊂Rn 都是可测集，试证明

m∗(A∪B)+m∗(A∩B) = m∗(A)+m∗(B)

证明 设 A,B 都是可测集,故

m∗(A∪B) = m∗(A)+m∗(B \ A) = m∗(B)+m∗(A \ B),

m∗(A) = m∗(A∩B)+m∗(A \ B),

m∗(B) = m∗(A∩B)+m∗(B \ A).
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4 第二章 Lebesgue测度

联立上述三个式子即得到所证明的式子 ■
练习 4 试问：是否存在闭集 F,F ⊂ [a,b]且 F ̸= [a,b],而m(F ) = b −a

证明 不存在，假设存在，记为 F ,记 F0 = F \{a,b},故 F0 á (a,b)且m(F0) = b−a.

则 (a,b) \ F0为非空开集，故 (a,b) \ F0可写为 R 中的至少一个开区间的并，故

存在开区间 (s, t ),满足 (s, t ) ⊂ (a,b) \ F0.故m∗ ((a,b) \ F0) ≥ s − t > 0,显然这个与

m(F0) = b −a矛盾！故满足条件的闭集不存在！ ■
练习 7 设 {Ek }是 Rn 上的可测集合列，若m

( ∞∪
k=1

Ek

)
<+∞,试证明

m
(

lim
k→+∞

Ek

)
≥ lim

k→+∞
m(Ek )

证明 与推论 2.9的证明类似，此处省略 ■
练习 8 设 {Ek }是 [0,1]中的可测集合列，m(Ek ) = 1(k = 1,2, ...)，试证明m

( ∞∩
k=1

Ek

)
=

1

证明 记 Fk = [0,1] \ Ek ,由于 Ek 可测，故 Fk 为零测集.故
∞∪

k=1
Fk 也是零测集

又由题目条件得
∞∩

k=1
Ek 是可测集，故用 [0,1]做实验集即得到题目结果 ■

练习 9 设E1,E2, ...Ek是 [0,1]中的可测集，且有
∞∑

i=1
m(Ei ) > k−1,试证明m

( ∞∩
i=1

Ei

)
>

0

证明 与 8类似，此处省略 ■
练习 12 设 {Bk }是Rn中递减可测集列，m∗(A) <∞,令Ek = A∩Bk (k = 1,2, ...),E =
∞∩

k=1
Ek ,试证明 lim

k→∞
m∗(Ek ) = m∗(E)

证明 由于
∞∪

k=1
Ek 可测，故m∗(A) = m∗(

∞∪
k=1

Ek )+m∗
(

A∩ (
∞∪

k=1
Ek )c

)
又由于 Ek 可测，故m∗(A) = m∗(Ek )+m∗(A∩B c

k ),由于 {A∩B c
k }是递增集合

列，在此式两端令 k →∞，由推论 2.17得 lim
k→∞

m∗(A∩B c
k ) = m∗

(
A∩ ( lim

k→∞
Bk )c

)
=

m∗
(

A∩ (
∞∩

k=1
Bk )c

)
,直接带入即得证 ■

练习 14 试证明点集 E 可测的充分必要条件是，对任给的 ϵ > 0, 存在开集

G1,G2 : G1 ⊂ E ,G2 ⊂ E c ,使得m(G1 ∩G2) < ϵ

证明

" ⇒ "

由定理 2.13得,∀ϵ > 0,存在开集 F 以及闭集 G 使得 F ⊃ E ⊃ G ,并且 m(F \

E) < ϵ

2
,m(E \G) < ϵ

2
,取G1 = F,G2 =Gc ,故m(G1 ∩G2) < ϵ

" ⇐ "
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§2.2 第二组 5

假设存在这样的集合 G1,G2，记 F = Gc
2，故显然 F ⊂ E 且m(G1 \ F ) < ϵ,故

m(G1 \ E) < ϵ,故 E为可测集 ■
练习 15 设 E ⊂ [0,1]是可测集，且有m(E) ≥ ϵ > 0, xi ∈ [0,1], i = 1,2, ...,n,其

中 n > 2

ϵ
，试证明 E 中存在着两个点其距离等于 {x1, x2, ..., xn}中某两个点间的

距离.

证明 设 Ek = E + {xk }, (k = 1,2...,n), 故由定理 2.18 得 m(Ek ) = m(E) ≥ ϵ. 故
∞∑

k=1
m∗(Ek ) ≥ nϵ> 2,而 Ek ⊂ [0,2]，故一定存在 i , j ∈ {1,2, ...,n}且 i ̸= j , s.t . Ei∩E j ̸=

;.任取 x ∈ Ei ∩E j .故 x −xi , x −x j ∈ E ,g故 |(x −xi )− (x −x j )| = |xi −x j | ■
练习 16 设W 是 [0,1]中的不可测集，试证明存在 ϵ : 0 < ϵ < 1,使得对于 [0,1]

中任一满足m(E) ≥ ϵ的可测集 E ,W ∩E 是不可测集

证明 故 ∀1 > ϵ > 0,存在 E ⊂ [0,1],m(E) ≤ ϵ,有 W ∩E 可测，故我们可以取

{ϵn}, s.t . ϵn → 1.

设对于 ϵn，满足上述条件的集合记为 En，记 E =
∞∪

n=1
En , 故 E 可测，且

m(E) = 1，故 m∗ (W ∩ ([0,1] \ E)) = 0, 故 W ∩ ([0,1] \ E) 可测. 而另一方面 W =( ∞∪
n=1

(W ∩En)

)
∪ (W ∩ ([0,1] \ E)) ,故W可测，矛盾！ ■

§2.2 第二组

练习 1 设 {rn}是 R1中的全体有理数，令

G =
∞∪

n=1

(
rn − 1

n2
,rn + 1

n2

)
,

试证明对 R1中的任一闭集 F ,有m(G△F ) > 0

证明 故G为开集，显然G \ F 为开集.

若G \ F ̸= ;,则G \ F 为 R 上的非空开集，则m(G \ F ) > 0,故m(G△F ) > 0

若G \ F =;,则G ⊂ F .若 F ̸=R ,则取 x ∈ F c ,显然 x为无理数，并且为 F c 的

内点，故存在 δ> 0，使得 B(x,δ) ⊂ F c .然而Q 在 R 中稠密，故 B(x,δ)中必包含

有理数，矛盾！故 F =R，m(F \G) = m(Gc ).而m(G) ≤
∞∑

n=1

1

n2
<+∞.故m(Gc ) > 0

综上m(G△F ) > 0 ■
练习 2 设 E ⊂ [a,b]是可测集，Ik ⊂ [a,b](k = 1,2, ...)是开区间列，满足m(Ik ∩

E) ≥ 2

3
|Ik |(k = 1,2, ...),试证明

m

(( ∞∪
k=1

Ik

)
∩E

)
≥ 1

3
m

( ∞∪
k=1

Ik

)
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6 第二章 Lebesgue测度

证明 略 ■
练习 3 设 {En}是 [0,1]中的互不相同的可测集合列，且存在 ϵ> 0,m(En) ≥ ϵ(n =

1,2, ...),试问是否存在子列 {Eni
},使得m

( ∞∩
i=1

Eni

)
> 0

证明 设 E2n =
[

0,
1

2
+ 1

2n

]
,E2n−1 =

[
1

2
− 1

2n +1
,1

]
,n ∈N∗.故m(Ek ) > 1

2
.而对于

任一子列 {Eni
}，

∞∩
i=1

Eni
=

{
1

2

}
■

练习 4 设 {En} 是 [0,1] 中的可测集合列，且满足 lim
n→+∞m(En) = 1, 试证明对

0 < a < 1,必存在 {Enk
}，使得m

( ∞∩
k=1

Enk

)
> a

证明 故 ∀ϵ > 0, 存在子列 {Enk
}, 使得 m(Enk

) > 1− ϵ

2k
. 记 Fn = [0,1] \ En , 故

m(Fk ) < ϵ

2k
.故m

( ∞∩
k=1

Enk

)
= 1−m

( ∞∪
k=1

Fnk

)
> 1−

∞∑
k=1

m(Fnk
) > 1−ϵ ■

练习 5 设m∗(E) <∞，试证明存在 Gδ集 H : H ⊂ E，使得对于任一可测集 A,

都有m∗(E ∩ A) = m(H ∩ A)

证明 对于任一可测集 A,有m∗(E ∩A) = m∗(E)−m∗(E \ A).由定理 2.15得存在

Gδ集 H0 =
∞∩

k=1
Ik ⊃ E ,其中 Ik 是开集，使得m(H0) = m∗(E),故

m∗(E ∩ A) ≥ m(H0)−m∗
( ∞∩

k=1
(Ik \ A)

)
= M(h0 ∩ A).

而 (H0 ∩ A) \ (E ∩ A) ⊂ H0 \ E，故 (H0 ∩ A) \ (E ∩ A)是零测集，是可测集.故

m∗(E ∩ A) = m(H0 ∩ A) ■
练习 6 设 A,B ⊂ R , A ∪B 是可测集，且m(A ∪B) <∞,若m(A ∪B) = m∗(A)+

m∗(B)，试证明 A,B 均为可测集

证明 做 A,B 的等测包 A1,B1，故 A1,B1 是 Gδ 集，A1 ⊃ A,B1 ⊃ B ,m(A1) =
m∗(A),m(B1) = m∗(B1).故

m(A1)+m(B1) ≥ m(A1 ∪B1) ≥ m∗(A∪B) = m∗(A)+m∗(B) = m(A1)+m(B1).

故上述不等号均取为等号，故m∗ ((A1 ∪B1) \ (A∪B)) = 0,故 A1 \ A,B1 \ B均

为零测集，故 A,B 均为可测集 ■
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第三章 可测函数

§3.1 第一组

练习 1 设有指标集 I , fα(x) : α 是 Rn 上的可测函数，试问：函数 S(x) =
sup

{
fα(x) | α ∈ I

}
在 Rn 上是可测的吗？

证明 不一定

设 I 是 Rn 上的不可测集，且记 W = {xα|α ∈ I },设 fα(x) = 1
|x−xα| ,α ∈ I ,故

fα(x)是 Rn 上的可测函数，故 {x ∈Rn | S(x) =+∞} = {
x ∈Rn | fα(x) =+∞}=W 是

不可测集，故 S(x)是不可测含函数 ■
练习 2 设 z = f (x, y)是 R2 上的连续函数，g1(x), g2(x)是 [a,b]上的实值可测

函数，试证明 F (x) = f (g1(x), g2(x))是 [a,b]上的可测函数

证明 由简单函数逼近定理得，存在函数列 {ϕk (x)}, {ψk (x)} , s.t .

lim
k→∞

ϕk (x) = g1(x) , lim
k→∞

ψk (x) = g2(x)

故 f (ϕk (x),ψk (x))也是在 [a,b]上的简单可测函数列，由于 z = f (x, y)是 R2 上

的连续函数，故 lim
k→∞

f (ϕk (x),ψk (x)) = f (g1(x), g2(x)),故得证 ■

练习 3 设 f (x)在 [a,b)上存在右导数 f ′
+(x) ,试证明 f ′

+(x) 是 [a,b)上的可测函

数

证明 故 f (x)是右连续的，即 ∀ϵ > 0,∀x ∈ R,∃δ > 0 , s.t . | f (x +δ)− f (x)| < ϵ ,

故 ∀ϵ > 0,∀x ∈ R,∃δ > 0 , s.t . ∀x1, x2 ∈ (x, x +δ),有 | f (x1)− f (x2)| < 2ϵ,故 f (x)在

(x, x +δ)上连续，故 f 的不可测点集是零测集，故 f (x)可测,故 f (x + 1
n )可测，

又由于 lim
n→∞n

(
f (x + 1

n )− f (x)
)= f ′

+(x) ,故 f ′
+(x) 可测 ■

练习 4 设 f (x)是 E ⊂ Rn 上几乎处处有限的可测函数，m(E) <+∞,试证明对

任意的 ϵ> 0,存在 E上的有界可测函数 g (x)，使得

m
(
{x ∈ E : | f (x)− g (x)| > 0}

)< ϵ

证明 设 Ek =
{

x ∈ E : | f (x)| > k
}
，故 {Ek }是递减集合列，且

lim
k→∞

m(Ek ) = m(
{

x ∈ E : | f (x)| =∞}
) = 0
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8 第三章 可测函数

故 ∀ϵ> 0,存在 k0 ∈N∗, s.t . m(Ek0
) < ϵ，记

g (x) =
 f (x) x ∈ E \ Ek0

0 x ∈ Ek

显然 g (x)可测且有界，且m
(
{x ∈ E : | f (x)− g (x)| > 0}

)< ϵ ■
练习 5 设 f (x)以及 fn(x)(n = 1,2, ...)都是 A ⊂ R 上几乎处处有限的可测函数，

对任给的 ϵ> 0,存在 A的可测子集 B : m(A \ B) < ϵ,使得 fn(x)在 B 上一致收敛

于 f (x)，试证明 fn(x)在 A上几乎处处收敛于 f (x)

证明 ∀n ∈N 存在 A的可测子集 Bn , s.t . m(A \ Bn) < 1
2n ,使得 fk (x)在 Bn 上一

致收敛于 f (x),设 B = lim
n→+∞ A \ Bn ,故m(B) = 0,且 A \ B = lim

k→+∞
Bk ⊂ Bn ,∀n ∈N ,

故 { fk (x)}的不收敛点集一定在 B 中，故 fn(x)在 A上几乎处处收敛于 f (x) ■
练习 6 设 { fn(x)}是E ⊂Rn上的实值可测函数列，m(E) <+∞,试证明 lim

j→∞
fk (x) =

0 , a.e. x ∈ E 的充分必要条件是：对任意的 ϵ> 0有

lim
j→∞

m

({
x ∈ E : sup

k≥ j
{ | fk (x)| } ≥ ϵ

})
= 0

证明 设 E j (ϵ) =
{

x ∈ E : sup
k≥ j

{ | fk (x)| } ≥ ϵ

}
,显然对于给定的 ϵ,{E j (ϵ)}是递增集

合列

" ⇒ "

假设结论不成立，则存在 ϵ0 , s.t.

lim
j→∞

m

({
x ∈ E : sup

k≥ j
{ | fk (x)| } ≥ ϵ0 > 0

})
= a > 0,

则当 j 充分大时有 m

({
x ∈ E : sup

k≥ j
{ | fk (x)| } ≥ ϵ

})
> a

2
> 0, 故 { fn(x)} 存在一个

子列 { fnk
(x)}，使得 ∀k ∈ N ,有 m

({
x ∈ E : { | fnk

(x)| } ≥ ϵ
}) > 0，这与 lim

j→∞
fk (x) =

0 , a.e. x ∈ E 矛盾，故假设不成立

" ⇐ "

类似于必要性的证明使用反证法可以得到，此处略去 ■
我们再给出一种不用反证法的做法，同样的我们只给出一个方向的证明，

另一个方向大致同理

证明 由书中 P11例 8我们可知函数列 { fn(x)}的不收敛于 0的点集为

D =
∞∪

k=1

∞∩
N=1

∞∪
n=N

{
x : | fn(x)| ≥ 1

k

}
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" ⇒ "

故由条件得m(D) = 0,推出 ∀k ∈N ,有m

( ∞∩
N=1

∞∪
n=N

{
x : | fn(x)| ≥ 1

k

})= 0,

即m
(

lim
n→+∞

{
x : | fn(x)| ≥ 1

k

})= 0,故得证. ■
练习 7 设 f (x), f1(x), f2(x), ..., fk (x), ...是 [a,b]上几乎处处有限的可测函数，且

有 lim
k→∞

fk (x) = f (x) a.e. x ∈ [a,b]，试证明存在 En ⊃ [a,b](n = 1,2, ...)，使得

m

(
[a,b] \

∞∪
n=1

En

)
= 0,

而 { fk (x)}在每个 En 上一致收敛于 f (x)

证明 不难看出题目满足 Egrov定理的条件，所以对于 δn = 1
n，存在 En ⊂ [a,b]，

使得m([a,b] \ En) < 1
n ,{ fn(x)}在 En 上一致收敛于 f (x)，因为m([a,b] \

∞∪
n=1

En) ≤

m([a,b] \ En) < 1
n ,∀n ∈N ,所以m

(
[a,b] \

∞∪
n=1

En

)
= 0 ■

练习 8 设 { fk (x)}在 E上依测度收敛于 f (x)，{gk (x)}在 E上依测度收敛于 g (x)，

试证明 { fk (x)+ gk (x)}在 E 上依测度收敛于 f (x)+ g (x)

证明 具体证明过程此处忽略，具体可以仿照书中定理 3.13的过程进行操作

■
练习 9 设 m(E) < +∞, f (x), f1(x), f2(x), ... fk (x), ...是 E 上几乎处处有限的可测

函数，试证明 { fk (x)}在 E 上依测度收敛于 f (x)的充分必要条件是

lim
k→+∞

inf
α>0

{
α+m

(
{x ∈ E : | fk (x)− f (x)| >α}

)}= 0

证明

" ⇒ "

lim
k→+∞

inf
α>0

{
α+m

(
{x ∈ E : | fk (x)− f (x)| >α}

)}
≤ inf

α>0
lim

k→+∞

{
α+m

(
{x ∈ E : | fk (x)− f (x)| >α}

)}
= inf

α>0
{α+0} = 0

" ⇐ "

记 bk = inf
α>0

{
α+m

(
{x ∈ E : | fk (x)− f (x)| >α}

)}
,则由条件知 bk → 0.显然对于

任意的 k ∈N，存在 {ak }, s.t . bk ≤ ak +m
(
{x ∈ E : | fk (x)− f (x)| > ak }

)< bk + 1

k
,令

k →+∞,则 ak → 0，则 lim
k→∞

m
(
{x ∈ E : | fk (x)− f (x)| > ak }

)= 0,故对于任意的 ϵ> 0,

有 lim
k→∞

m
(
{x ∈ E : | fk (x)− f (x)| > ϵ}

)= 0,得证 ■
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10 第三章 可测函数

练习 10 设 fn(x)(n = 1,2, ...)是 [0,1]上的递增函数，且 { fn(x)}在 [0,1]上依测

度收敛于 f (x)，试证明在 f (x)的连续点 x0上，有 fn(x0) → f (x0) (n →∞)

此题利用反证法是不难得到的，但这种方法便失去了分析的意义，下面我

们给出利用所学定理直接进行证明的方法:

证明 由于 x0 是 f (x)的连续点，故 ∀ϵ > 0,∃δ > 0, s.t . ∀x ∈ (x −δ, x +δ),有

| f (x)− f (x0)| < ϵ

18
.

由 Riesz定理， fn(x)有子列 fnk
(x)在 [0,1]上几乎处处收敛于 f (x).

由 Egrov定理，存在 [0,1]的子集 Eδ，满足m(Eδ) < δ

2
, s.t . { fnk

(x)}在 [0,1]\Eδ

上一致收敛于 f (x).

则当 k 充分大时有 m
(
x ∈ [0,1] : | fnk

(x)− f (x)| > ϵ

9

)
< δ

2
, 故存在 x1 ∈ (x0 −

δ, x0), x2 ∈ (x0, x0 +δ), s.t . | fnk
(x1)− f (x1)| < ϵ

9
, | fnk

(x2)− f (x2)| < ϵ

9
.所以我们得到

| fnk
(x1)− fnk

(x2)| ≤ | fnk
(x1)− f (x1)|+ | f (x1)− f (x2)|+ | fnk

(x2)− f (x2)| < ϵ

3
.

又由于 fnk
(x) 是递增函数，则 | fnk

(x1)− fnk
(x0)| ≤ | fnk

(x1)− fnk
(x2)| < ϵ

3
, 故

| fnk
(x0)− f (x0)| ≤ | fnk

(x1)− fnk
(x0)|+| fnk

(x1)− f (x1)|+| f (x1)− f (x0)| < ϵ,所以 { fnk
(x)}

在 x0处收敛于 f (x0),.

另一方面,由于
{

x ∈ [0,1] : | fn(x)− fnk
(x)| > ϵ

}⊂ {
x ∈ [0,1] : | f (x)− fnk

(x)| > ϵ

2

}
∪

{
x ∈ [0,1] : | f (x)− fn(x)| > ϵ

2

}
.而当 k充分大时，x0 ∉

{
x ∈ [0,1] : | f (x)− fnk

(x)| > ϵ

2

}
,

故当 n与 k均充分大时，有 | fn(x0)− fnk
(x0)| ≤ ϵ,故当 n充分大时 | fn(x0)− f (x0)| <

2ϵ,得证 ■
练习 11 设 f : Rn →R，且对任意的 ϵ> 0，存在 Rn 中的开集G ,m(G) < ϵ,使得

f ∈C (Rn \G),试证明 f (x)是 Rn 上的可测函数

证明 略 ■
练习 12 设 { fk (x)}与 {gk (x)}在 E 上依测度收敛于 0，试证明 { fk (x)gk (x)}在 E

上依测度收敛于 0

证明 具体证明过程此处忽略，具体可以仿照上面第八题的过程进行操作。（提

示：类似于第 8题加法的情况将 ϵ拆为两个 ϵ/2的和，那么对于此题乘法的情

况呢？） ■
练习 15 设 { fn(x)}是 [a,b]上的可测函数列， f (x)是 [a,b]上的实值函数，若

对任意的 ϵ> 0都有

lim
n→∞m∗ (

{x ∈ [a,b] : | fn(x)− f (x)| > ϵ}
)= 0,

试问 f (x)是 E上的可测函数吗？

证明 ∀k ∈N ,存在数列 {nk }, s.t . m∗(Ek ) < 1

2nk
,其中Ek = {x ∈ [a,b] : | fnk

(x)− f (x)| > 1

2n
},
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根据题目条件，m∗
(

lim
k→∞

Ek

)
= 0.

故 a.e. x ∈ [a,b],有 x ∈ lim
k→∞

Ek
c ,即 a.e. x ∈ [a,b]，存在正整数 Kx , s.t . 当

k > Kx 时，有 x ∈ En
c .故当 k > Kx 时，有 | fnk

(x)− f (x)| ≤ 1
2k ,故 fnk

(x)在 [a,b]上

几乎处处收敛于 f (x)，故 f (x)可测 ■
练习 16 设 f (x), fk (x), (k = 1,2,3...)是 E ⊂ R 上的实值可测函数，若对任给的

ϵ> 0,必有

lim
j→∞

m

(
∞∪

k= j

{
x : | fk (x)− f (x)| > ϵ

})= 0,

试证明对任给的 δ> 0,存在 e ⊂ E 且m(e) < δ，使得 { fk (x)}在 E \ e上一致收敛

于 f (x)

证明 完全类似于定理 3.12的证明，此处略去 ■
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第四章 Lebesgue积分

§4.1 第一组

练习 2 设 f (x)在 [0,∞)上非负可积，f (0) = 0,且 f ′(0)存在，试证明存在积分

∫
[0,∞)

f (x)

x
dx

证明 设 f ′(0) = a,故 ∀ϵ> 0,∃δ> 0, s.t . ∀x ∈ [0,δx0
),有

∣∣∣ f (x)
x

∣∣∣< ϵ

故∫
[0,∞)

f (x)

x
dx =

∫
[0,δ)

f (x)

x
dx +

∫
[δ,∞)

f (x)

x
dx ≤

∫
[0,δ)

(a +ϵ) dx +
∫

[δ,∞)

f (x)

δ
dx

≤ (a +ϵ)δ+ 1

δ

∫
[δ,∞)

f (x) dx <+∞

■
练习 3 设 f (x)是 E ⊆Rn上的非负可测函数，若存在 Ek ⊂ E ,m(E \EK ) < 1/k(k =

1,2, ...)，使得极限

lim
k→+∞

∫
Ek

f (x)dx

存在，试证明 f (x)在 E上可积

证明 显然m

(
E \ (

∞∪
k=1

Ek )

)
= 0,设 Fk = Ek \ (

k−1∪
j=1

E j ), (k = 1,2, ...),故 Fi ∩F j =;(i ̸=

j )且
∞∪

k=1
Ek =

∞∪
k=1

Fk ,由书中推论 4.7得

∫
E

f (x) dx =
∞∑

k=1

∫
Fk

f (x) dx ,

另一方面 Fk ⊂ E \

(
k−1∪
j=1

E j

)
,故m(Fk ) < 1

k−1 ,故 lim
k→+∞

m(Fk ) = 0

又有
n∑

k=1

∫
Fk

f (x) dx =
∫

En

f (x) dx ,
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故

lim
n→+∞

n∑
k=1

∫
Fk

f (x) dx = lim
n→+∞

∫
En

f (x) dx ,

故 ∫
E

f (x) dx = lim
n→+∞

∫
En

f (x) dx <+∞

■
练习 4 设 f (x)是 R上非负可积函数，令

F (x) =
∫

(−∞,x]
f (t )dt , x ∈R

若 F ∈ L(R)，试证明
∫
R

f (x)dx = 0

证明 由于 f (x) ∈ L(R)，则 ∀ϵ> 0，存在 N , s.t .∫
{x:|x|>N }

f (x) dx < ϵ ,

又由于 F (x)是单调递增的，故对于 y > N ,有

F (y) ≤
∫ y+1

y
f (x) dx ≤

∫
{x:|x|>N }

f (x) dx < ϵ ,

故 lim
y→∞F (y) = 0.

又由于 F (x)单调递增且非负，故 F (x) ≡ 0 , a.e. x ∈R.故
∫
R f (x)dx = 0 ■

练习 5 设 fk (x)(k = 1,2, ...)是 Rn 上非负可积函数列，若对任意可测集 E ⊂ Rn

都有 ∫
E

fk (x)dx ≤
∫

E
fk+1(x)dx

试证明

lim
k→∞

∫
E

fk (x)dx =
∫

E
lim
k→∞

fk (x)dx

证明 令 Ek = {x ∈Rn | fk (x) > fk+1(x)},故 Ek 可测，显然我们可以得到∫
Ek

(
fk+1(x)− fk (x)

)
dx = 0

故m(Ek ) = 0,设 F =
∞∪

k=1
Ek，故m(F ) = 0，由 Levi定理得

lim
k→+∞

∫
E

fk (x)dx = lim
k→+∞

∫
E\F

fk (x)dx =
∫

E\F
lim

k→+∞
fk (x)dx =

∫
E

lim
k→+∞

fk (x)dx
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14 第四章 Lebesgue积分

■
练习 6 略 (由Hölden不等式直接得到)

练习 7 假设有定义在 Rn 上的函数 f (x)，如果对于任意的 ϵ > 0，存在 g ,h ∈
L(Rn)，满足 g (x) ≤ f (x) ≤ h(x), (x ∈Rn)，并且使得∫

Rn
(h(x)− g (x))dx < ϵ

，试证明 f ∈ L(Rn)

证明 故∀k ∈N∗,存在可积函数 gk (x)和 hk (x), s.t . gk (x) ≤ fk (x) ≤ hk (x), x ∈Rn ,

且 ∫
Rn

(
hk (x)− gk (x)

)
dx < 1

k

故

lim
k→+∞

∫
Rn
|hk (x)− gk (x)|dx = 0

设 g (x) = lim
k→+∞

gk (x)。故 hk (x) ≥ g (x), a.e. x ∈ E，故

lim
k→+∞

∫
Rn
|hk (x)− g (x)|dx = 0

故 {hk (x)}依测度收敛于 g (x)，故由不等式关系立即得到 {hk (x)}依测度收敛于

f (x),故存在子列 {hki
(x)}, s.t . lim

i→+∞
hki

(x) = f (x), a.e. x ∈Rn .故 f (x)是 Rn 上的

可测函数，由积分的单调性得到 f ∈ L(Rn) ■
练习 8 设 {Ek }是 Rn 中测度有限的可测集列，且有

lim
k→∞

∫
Rn

|χEk
(x)− f (x) | dx = 0,

试证明存在可测集 E，使得 f (x) =χE (x), a.e. x ∈Rn .

证明 故函数列 {χEk
(x)}依测度收敛到 f (x)，由Riesz定理，存在子列 {χEki

(x)}, s.t .

lim
i→∞

χEki
(x) = f (x) , a.e. x ∈Rn

设 E =
∞∩

i=1
Eki

,故 χE (x) = f (x) , a.e. x ∈Rn ■

练习 9 设 f (x)是 [0,1]上的递增函数，试证明对 E ⊂ [0,1],m(E) = t ,有∫
[0,t ]

f (x)dx ≤
∫

E
f (x)dx

证明 设 E1 = E ∩ [0, t ],E2 = E ∩ [t ,1] ,E3 = E c ∩ [0, t ] ,E4 = E c ∩ [t ,1],故m(E2) =
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m(E3) .另一方面，∀x ∈ E3, y ∈ E2,有 f (y) ≥ f (x) ,故∫
[0,t ]

f (x)dx =
∫

E1

f (x)dx +
∫

E2

f (x)dx ≤
∫

E1

f (x)dx +m(E2) f (t )

=
∫

E1

f (x)dx +m(E3) f (t ) ≤
∫

E1

f (x)dx +
∫

E3

f (x)dx =
∫

E
f (x)dx

■
练习 10 设 f ∈ L(Rn)，E ∈Rn 是紧集，试证明

lim
|y |→∞

∫
E+{y}

| f (x) | dx = 0

证明 由于 f ∈ L(Rn)，故 ∀ϵ> 0 ,存在 R > 0, s.t .
∫
|x|>R

| f (x)| dx < ϵ.由于 E 为

紧集，故存在 R0 > 0, s.t . E ⊂ B(0,R0),

故当 |y | > R +R0时，∀x ∈ E + {y}，有 |x| > R,故∫
E+{y}

| f (x)| dx ≤
∫
|x|>R

| f (x)| dx < ϵ

■
练习 17 设 E1 ⊃ E2 ⊃ ... ⊃ Ek ⊃ ... , E =

∞∩
k=1

Ek , f ∈ L(Ek )(k = 1,2, ...) ,试证明

lim
k→∞

∫
Ek

f (x)dx =
∫

E
f (x)dx

证明 设 fk (x) = f (x)χEk
(x),由集合的递减性得 lim

k→+∞
fk (x) = f (x)χE (x) ,并且

| fk (x) |≤| f1(x) |,∀k ∈N由于 f1(x) ∈ L(E1) ,由控制收敛原理得

lim
k→∞

∫
Ek

f (x)dx = lim
k→∞

∫
E1

fk (x)dx =
∫

E1

lim
k→∞

fk (x)dx =
∫

E1

f (x)χE (x)dx =
∫

E
f (x)dx

■
练习 18 设 f ∈ L(E) ,且 f (x) > 0(x ∈ E),试证明

lim
k→∞

∫
E

( f (x))1/k dx = m(E)

证明 设 E1 = {x ∈ E : f (x) ≥ 1} ,E2 = {x ∈ E : f (x) < 1} ,故在 E1中 { f (x)1/k }是递

减列，且 | f (x)1/k | ≤ f (x) ,k ∈N∗,由 Levi定理得

lim
k→∞

∫
E1

f (x)1/k dx =
∫

E1

1 dx = m(E1)
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16 第四章 Lebesgue积分

又由于 fn(x) ∈ L(E) ,故由递减型的 Levi定理也可得

lim
k→∞

∫
E2

f (x)1/k dx =
∫

E2

1 dx = m(E2)

■
练习 19 设 { fn(x)(n = 1,2, ...)}是 [0,1]上的非负可积函数列，且 { fn(x)}在 [0,1]

上依测度收敛于 f (x),若有

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn(x)dx =
∫

[0,1]
f (x)dx,

试证明对 [0,1]的任意可测子集 E，有

lim
n→∞

∫
E

fn(x)dx =
∫

E
f (x)dx

证明 由书上 P158页注得

lim
k→∞

∫
[0,1]

| fk (x)− f (x) | dx = 0

故

0 ≤
∫

E
| fk (x)− f (x) | dx ≤

∫
[0,1]

| fk (x)− f (x) | dx → 0(k →+∞)

■
练习 21 (依测度收敛型的 Fatou引理)设 { fk (x)}是 E上依测度收敛于 f (x)的

非负可测函数列，试证明 ∫
E

f (x)dx ≤ lim
k→+∞

∫
E

fk (x)dx

证明 由 Fatou引理，得∫
E

lim
k→+∞

fk (x)dx ≤ lim
k→+∞

∫
E

fk (x)dx

由下极限定义可知，存在 { fk (x)}的一个子列 { fki
(x)}，s.t.

lim
k→+∞

fki
(x) = lim

k→+∞
fk (x)

故 ∫
E

lim
i→+∞

fki
(x)dx =

∫
E

lim
k→+∞

fk (x)dx

QIAN YUAN XUE FU



§4.1 第一组 17

另一方面，显然函数列 { fki
(x)}在 E上依测度收敛于 { f (x)}，由 Riesz定理得

{ fki
(x)} ,存在一个子列 { fki j

(x)} ,s.t. { fki j
(x)} 在 E上几乎处处收敛于 f (x)。故∫

E
lim

i→+∞
fki

(x)dx =
∫

E
lim

j→+∞
fki j

(x)dx =
∫

E
f (x)dx

综上 ∫
E

f (x)dx ≤ lim
k→+∞

∫
E

fk (x)dx

■
练习 23 设 f ∈ L(Rn) , fk ∈ L(Rn)(k = 1,2, ...)且对于任意可测集 E ⊂Rn 有∫

E
fk (x)dx ≤

∫
E

fk+1(x)dx(k = 1,2, ...),

lim
k→∞

∫
E

fk (x)dx =
∫

E
f (x)dx,

试证明 lim
k→∞

fk (x) = f (x), a.e.x ∈Rn

证明 类似于之前第五题的过程我们可以得到 { fk (x)}在 E 上几乎处处单调，

设不单调点集为 F ,故m(F ) = 0,设 F (x) = lim
k→∞

fk (x), x ∈ E \ F .故 F (x) ∈ L(Rn)

由与 fk (x) ∈ L(Rn),故 Levi定理得

lim
k→+∞

∫
E

(
fk (x)− f1(x)

)
dx = lim

k→+∞

∫
E\F

(
fk (x)− f1(x)

)
dx =

∫
E\F

lim
k→+∞

(
fk (x)− f1(x)

)
dx

=
∫

E\F
F (x)− f1(x)dx =

∫
E

F (x)− f1(x)dx

又由于 F (x), f1(x) ∈ L(Rn),故∫
E

F (x)− f1(x)dx =
∫

E
F (x)dx −

∫
E

f1(x)dx

故 ∫
E

F (x)dx =
∫

E
f (x)dx ,

故 f (x) = F (x), a.e. x ∈Rn ■
练习 26 设 f (x)是 R上的有界函数，若对于每一点 x ∈ R,右极限都存在试证

明 f (x)在任一区间 [a,b]上是 Riemann可积的.

证明 ∀ϵ> 0,∀x0 ∈R,存在 δx0
> 0 , s.t .∀x ∈ (x0, x0 +δx0

) ,有 | f (x)− f (x0) |< ϵ

记 Ix0
= (x0, x0 +δx0

)，显然 f (x)在 Ix0
中连续，记 E = ∪

x0∈[a,b]
Ix0

,F = [a,b] \ E

，故D( f ) ⊂ F ,由定义得 F没有聚点，故 F 是可列集,得D( f )是零测集 ■
给出另一个解法:由课本第 20页例 12可直接得到。
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18 第四章 Lebesgue积分

练习 27 设 E ⊂ [0,1],试证明χE (x)在 [0,1]上Riemann可积的充要条件是m(E \

E̊) = 0

证明 任取 x ∈ E \ E̊ ,故 ∀> 0 ,记 Iδ = (x −δ, x +δ) ,故 Iδ∩E ̸= ; , Iδ∩E c ̸= ; ,故

χE (Iδ) = {0,1} ,故 E \ E̊ ⊂ D( f ), 而 E
c
和 E̊ 均为开集，故 f (x)在 E 和 E̊ 上连续，

故D( f ) = E \ E̊ ,故 f Riemann可积当且仅当m(E \ E̊) = 0 ■

§4.2 第二组

练习 1 设 f (x)是 [a,b]上的正值可积函数，令 0 < q ≤ b−a ,记 Γ= {E ⊂ [a,b] :

m(E) ≥ q},试证明

inf
E∈Γ

{∫
E

f (x)dx

}
> 0

证明 假设不成立，则存在Γ中的集合列 {En} s.t .
∫

En

f (x)dx < 1

2n
令 S = lim

n→+∞En ,

故m(S) ≥ q ,则∫
S

f (x)dx =
∫

E
f (x)χS(x)dx ≤

∫
E

f (x)χ( ∞∪
k=n

Ek

)(x)dx ≤
∞∑

k=n

∫
Ek

f (x)dx ≤ 1

2n−1
,∀n ∈N

令 n →∞ ,故
∫

S
f (x)dx = 0 ,故 f (x) = 0, a.e. x ∈ S ,与假设矛盾！ ■

练习 2 设 f (x)是 [a,b]上的正值可积函数,{En}是 [a,b]中的可测子集列，若有

lim
n→∞

∫
En

f (x)dx = 0

试证明m(En) → 0(n →∞)

证明 设 E = lim
k→+∞

Ek ,故存在 {Enk
} s.t . Enk

→ Ek 且 {Enk
}是单增集合列，故由

Levi定理得

0 = lim
k→+∞

∫
Enk

f (x)dx = lim
k→+∞

∫
∞∪

j=1
E j

f (x)χEnk
(x)dx

=
∫

∞∪
j=1

E j

lim
k→+∞

f (x)χEnk
(x)dx =

∫
∞∪

j=1
E j

f (x)χE (x)dx =
∫

E
f (x)dx

由于 f (x)为正值，故m(E) = 0，故 lim
k→∞

m(Ek ) = 0 ,故m(F ) = 0,由 Levi定理得

lim
k→+∞

∫
E

fk (x)dx

■
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练习 3 设 f : [0,1] → [0,∞)是可测函数，试证明(∫
[0,1]

f (x)dx

)(∫
[0,1]

ln( f (x))dx

)
≤

∫
[0,1]

f (x)ln( f (x))dx

练习 6 设 f (x), fk (x)(k = 1,2, ...)是 E ⊂Rn 上的非负可积函数，且有

lim
k→∞

fk (x) = f (x), a.e. ; lim
k→∞

∫
E

fk (x)dx =
∫

E
f (x)dx,

试证明对于 E中的任意一个可测子集 e，有

lim
k→∞

∫
e

fk (x)dx =
∫

e
f (x)dx

证明 设 gk (x) = inf
n≥k

fn(x) ,故 { fn(x)}是递增函数列，由于

lim
k→+∞

gk (x) = lim
k→+∞

fk (x) = f (x) , a.e. x ∈ E ,

由 Levi定理得，对于 E 中的任意可测集 e，有

lim
k→+∞

∫
e

gk (x)dx =
∫

e
lim

k→+∞
gk (x)dx =

∫
e

f (x)dx

故

lim
k→+∞

∫
E

gk (x)dx =
∫

E
f (x)dx = lim

k→+∞

∫
E

fk (x)dx

故

lim
k→+∞

∫
E

(
fk (x)− gk (x)

)
dx = 0 ,

故

lim
k→+∞

∫
e

(
fk (x)− gk (x)

)
dx = 0 ,

故

lim
k→+∞

∫
e

gk (x)dx = lim
k→+∞

∫
e

fk (x)dx

■
练习 7 设 f (x)是是 E ⊂R1上的正值可测函数， a > 1，试证明 a f (x)在 E上可

积当且仅当 ∞∑
k=1

ak m
(
{x ∈ E : f (x) ≥ k}

)<∞

证明 利用 Abel变换 (交换求和号次序),我们可以进行如下转换：

∞∑
k=0

ak m({x ∈ E : f (x) ≥ k})
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20 第四章 Lebesgue积分

=
∞∑

k=0

(
ak

∞∑
n=k

m
(

{ x ∈ E : f (x) ∈ [n,n +1] }
))

=
∞∑

n=0

( n∑
k=0

ak

)
m

(
{ x ∈ E : f (x) ∈ [n,n +1] }

)
=

∞∑
n=0

an+1 −1

a −1
m

(
{ x ∈ E : f (x) ∈ [n,n +1] }

)
另一方面，在 f (x) ∈ [n,n +1]时，有 an ≤ a f (x) ≤ a ∗an ,an ≤ an+1−1

a−1 ≤ a
a−1 an

故

∞∑
k=0

ak m({x ∈ E : f (x) ≥ k}) ⇐⇒
∞∑

n=0

anm( { x ∈ E : f (x) ∈ [n,n+1] } ) ⇐⇒ a f (x) ∈ L(E)

■
练习 11 设 f ∈ L(R1)且记 F (x) =

∫ x

0
f (t )dt , x ∈R1 .若 F(x)是 R1上的递增函数，

试证明 f (x) > 0 , a.e. x ∈R1

证明 设 G 是 R1 上的开集，故 G 可以写为可列个不交开集的并，故 G =
∞∪

n=1
(an ,bn).由于 f ∈ L(R1)，故

∫
G

f (t )dt <+∞ ,故

∫
G

f (t )dt =
∞∑

n=1

∫ bn

an

f (t )dt =
∞∑

n=1
(F (bn)−F (an)) ≥ 0 .

故对于开集 G，有
∫

G f (t )dt ≥ 0

设 F为Gδ集，故 F =
∞∩

k=1
Fk ,其中 Fk为开集，若

∫
F

f (t )dt < 0 ,记Hn =
n∩

k=1
Fk ,

则 lim
n→∞Hn = F ,由之前的结论得 ∀n ∈N ,

∫
R

f (x)χHn
(x)dx ≥ 0

设 an =
∫
R

f (x)χHn
(x)dx 故 an > 0 ,并且单调递减，由 f (x) ∈ L(R)和控制收

敛原理得

lim
n→∞an =

∫
R

lim
n→∞

(
f (x)χHn

(x)
)

dx =
∫
R

f (x)χF (x)dx < 0 ,

矛盾！故对于 Fδ集 F，有
∫

F
f (t )dt ≥ 0

对于任意可测集 E,做 E的等测包，设 E =G \ Z , 其中 G为Gδ集，m(Z ) =
0 ,G ⊃ Z ,故 ∫

E
f (x)dx =

∫
G

f (x)dx −
∫

Z
f (x)dx =

∫
G

f (x)dx ≥ 0 ,

故对于 R上的任意可测集 E,有
∫

E f (x)dx ≥ 0，故 f (x) ≥ 0, a.e. x ∈R ■
练习 15 设 Ek ⊂ [a,b]且m(Ek ) ≤ δ> 0 (k = 1,2, ...) , {ak }是一实数列且满足

∞∑
k=1

| ak |χEk
(x) <+∞, a.e. x ∈ [a,b]
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试证明
∞∑

k=1
| ak |< +∞

证明 令

f (x) :=
∞∑

k=1

| ak |χEk
(x) ,

故 f(x)在 [a,b]上几乎处处有限，记 Ak = {x ∈ [a,b] : f (x) > k},k ∈N ,则 lim
k→∞

m(Ak ) =
0 故存在 k0 , s.t . m(Ak0

∩Ek ) < δ
2 , 故 x ∈ [a,b] \ Ak0

时，有 f (x) < k0, 故

δ

2

∞∑
k=1

| ak |≤
∞∑

k=1

| ak | ∗m(Ek \ Ak0
) =

∫
[a,b]\Ak0

∞∑
k=1

| ak |χEk
(x) dx ≤ k0(b −a)

故
∑∞

k=1 | ak |收敛 ■
练习 18 设 E ⊂ [0,1]× [0,1]是可测集，记

Ex = {y ∈ [0,1] : (x, y) ∈ [0,1]2}

Ey = {x ∈ [0,1] : (x, y) ∈ [0,1]2}

若有m(Ex ) = 0, a.e. x ∈ [0,1] 试证明

m( {y : m(Ey = 1)} ) ≤ 1

2

证明 反设m( {y : m(Ey = 1)} ) > 1
2 ,则

m(E) =
∫ 1

0
dx

∫ 1

0
χEy

(y)d y =
∫ 1

0

(∫
{y :m(Ey )=1}

1 dy +
∫

{y :m(Ey )<1}
χEy

(y) dy

)
dx > 1

2

而另一方面，我们有

m(E) =
∫ 1

0
dy

∫ 1

0
χEx

(x)d x =
∫ 1

0

(∫
{y :m(Ex )>0}

χEx
(x) dx

)
dy < 1

2
,

矛盾！ ■
练习 21 设 f (x), g (x)是 E上的非负可测函数，且有 f ůg ∈ L(E) ,令 Ey = {x ∈ E :

g (x) ≥ y} 试证明

F (y) =
∫

Ey

f (x)dx

对一切 y > 0均存在，且有∫ ∞

0
F (y)dy =

∫
E

f (x)g (x)dx
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22 第四章 Lebesgue积分

证明 当 y > 0时，有∫
Ey

f (x)dx = 1

y

∫
Ey

f (x)ydx ≤ 1

y

∫
Ey

f (x)g (x)dx ≤ 1

y

∫
E

f (x)g (x)dx <+∞ ,

故 F(y)对 y>0存在.∫ ∞

0
F (y)dy =

∫ ∞

0

∫
Gy

f (x)dxdy =
∫ ∞

0

∫
E

f (x)χEy
(x) dxdy =

∫
E

f (x)
∫ ∞

0
χEy

(x) dydx

=
∫

E
f (x)

∫ g (x)

0
1 dydx =

∫
E

f (x)g (x)dx

■
练习 22 设 f ∈ L(E) , fk ∈ L(E)(k = 1,2, ...) 且有 lim

n→∞ fn(x) = f (x) , , x ∈ E ,以及

lim
n→∞

∫
E
| fn(x) | dx =

∫
E

f (x)dx

,试证明

lim
n→∞

∫
E
| fn(x)− f (x) | dx = 0

证明 我们先证明一个很好用的定理 (控制收敛原理的推广)

{ fk (x)}, {gk (x)}是E ⊂Rn上的非负可测函数列,且 | fk (x) |≤ gk (x) , lim
k→∞

fk (x) =

f (x), lim
k→∞

gk (x) = g (x) , 又有 lim
k→∞

∫
E

gk (x)dx =
∫

E
g (x)dx ，则 lim

k→∞

∫
E

fk (x)dx =∫
E

f (x)dx

定理的证明：有条件得 gk (x)+ fk (x), (gk (x)− fk (x)均为非负可测函数列

由 Fatou引理得：∫
E

lim
k→+∞

(gk (x)+ fk (x))dx ≤ lim
k→+∞

∫
E

(gk (x)+ fk (x))dx =
∫

E
g (x)dx + lim

k→+∞

∫
E

fk (x)dx ,

∫
E

lim
k→+∞

(gk (x)− fk (x))dx ≤ lim
k→+∞

∫
E

(gk (x)− fk (x))dx =
∫

E
g (x)dx− lim

k→+∞

∫
E

fk (x)dx ,

故

lim
k→+∞

∫
E

fk (x)dx ≥
∫

E
f (x)dx ≥ lim

k→+∞

∫
E

fk (x)dx

可得

lim
k→∞

∫
E

fk (x)dx =
∫

E
f (x)dx

本题的证明：在上一定理中取 fk (x) =| fk (x)− f (x) | , gk (x) =| fk (x) | + | f (x) |, 利
用定理直接得证 ■
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第五章 微分与不定积分

§5.1 第一组

练习 1 设 E 是 R 中的一族区间的并集，试证 E 是可测集.

证明 设 E = ∪
α∈A

Iα，其中 Iα为开区间或闭区间或半开闭区间，不妨设m(E) <
+∞,令B = {I ⊂ R : I 是某个 Iα 中的区间 },故B 是 E 的一个 Vitali覆盖，由

Vitali定理得存在不交的区间列 {Ik }, s.t . m

(
E \

∞∪
k=1

Ik

)
= 0.设 Ik ⊂ Iαk

，故

E =
(
E \

∞∪
k=1

Ik

)
∪

( ∞∪
k=1

Iαk

)
, αk ∈A

故 E可测 ■
练习 2 设 {xn} ⊂ [a,b]，试做 [a,b]上的递增函数，使得其不连续点恰为 {xn}

证明 记

fn(x) =


1
2n x ≥ xn

0 x < xn

由于 fn(x)是单调递增的，且函数项级数
n∑

k=1
fk (x)关于 n一致有上界 2，故由

定义式显然得到,函数项级数
∞∑

n=1
fn(x)是一致收敛的,且和函数存在,记为 f (x)，

故 f (x) ≤ 2.

由一致连续性显然得到 f (x) 在除去 {xn} 之外的点是连续的。令 g (x) =
f (x), x ∈ [a,b]\

∞∪
k=1

{xk },而 g (x)在 xn处的取值我们可以根据 g (x)在 [a,b]\
∞∪

k=1
{xk }

上的函数值进行定义，使得 g (x)在 xn 处是右连续的,故 g (x)为递增函数。请

读者自行证明 g (x)在 xn 处不是左连续的。故我们构造的 g (x)即为满足要求的

函数。 ■
练习 3 设 f (x)是 (a,b)上的递增函数,E ⊂ (a,b),若对任给 ϵ> 0,存在 (ai ,bi ) ⊂

(a,b) (i = 1,2, ....)，使得

∪
i

(ai ,bi ) ⊃ E ,
∑

i

[ f (bi )− f (ai )] < ϵ,
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24 第五章 微分与不定积分

试证明 f ′(x) = 0 a.e. x ∈ E

证明 记 E (i )
α 为 (ai ,bi )中所有开区间构成的开区间族，记 E (i )

α = {I (i )
α : α ∈ Ai },

其中 I (i )
α 为开区间，故

+∞∪
i=1

∪
α∈Ai

I (i )
α 是 E的 Vitali覆盖。由 Vitali定理，存在两两不

交的子开区间列 {Ik }, s.t . {Ik }满足m(E \
∞∪

k=1
Ik ) = 0。由 Ik 的选取方式知存在唯

一的 i使得,Ik ∈ E (i )
α ，记 Ik = (ck ,dk )，故由单调性得

+∞∑
k=1

(
f (dk )− f (ck )

)≤∑
i

(
f (bi )− f (ai )

)< ϵ

故由 Lebesgue定理得∫
E

f ′(x)dx =
∫

+∞∪
k=1

Ik

f ′(x)dx ≤
∞∑

k=1

∫
Ik

f ′(x)dx ≤
∞∑

k=1

(
f (dk )− f (ck )

) < ϵ

■
练习 4 设 f (x)在 [0, a]上是有界变差函数，试证明函数

F (x) = 1

x

∫ x

0
f (t )dt ,F (0) = 0

是 [0, a]上的有界变差函数。

证明 由于 f是有界变差函数，故由 Jordan分解定理， f (x) = g (x)−h(x)，其

中 g (x)和 h(x)为递增函数。故 F (x) = 1

x

∫ x

0
f (t )dt = 1

x

∫ x

0
g (t )dt − 1

x

∫ x

0
h(t )dt .

设G(x) = 1

x

∫ x

0
g (t )dt ,H(x) = 1

x

∫ x

0
h(t )dt .设 h > 0,则：

G(x +h)−G(x) = 1

x +h

∫ x+h

0
g (t )dt − 1

x

∫ x

0
g (t )dt

= −h

x(x +h)

∫ x

0
g (t )dt + 1

x +h

∫ x+h

x
g (t )dt

≥ h

x +h
g (x)− h

x(x +h)

∫ x

0
g (t )dt

= h

x(x +h)

∫ x

0

(
g (x)− g (t )

)
dt ≥ 0

故G(x)是递增的，同理 H(x)是递增的，故由 Jordan分解定理得 F (x)是有

界变差函数。 ■
练习 5 设 { fk (x)}是 [a,b]上的有界变差函数列，且有

b∨
a

( fk ) ≤ M (k = 1,2, ...) ; lim
k→∞

fk (x) = f (x), x ∈ [a,b]
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试证明 f ∈ BV ([a,b]),且满足
b∨
a

( f ) ≤ M

证明 任取 [a,b]的分割 ∆：a = x0 < x1 < x2 < ... < xk = b，故

k∑
i=1

∣∣ fn(xi+1)− fn(xn)
∣∣≤ b∨

a
( fn) ≤ M ,

令 n →∞,即可得到
k∑

i=1

∣∣ f (xi+1)− f (xn)
∣∣≤ M ,得证 ■

练习 9 设 f (x)是 [a,b]上的非负绝对连续函数，试证明 f p (x)(p > 1)是 [a,b]

上的绝对连续函数

证明 利用介质性立即得到，此处省略. ■

练习 10 设 f (x)在 [a,b]上递增，且有
∫ b

a
f ′(x)dx = f (b)− f (a)，试证明 f (x)

在 [a,b]上绝对连续

证明 设 F (x) = f (x)− f (a)−
∫ x

a
f ′(t )dt .

设 y > x,故 F (y)−F (x) = f (y)− f (x)−
∫ y

x
f ′(t )dt .由 Lebesgue定理得 F (y)−

F (x) ≥ 0,故 F 单增，而 F (a) = F (b) = 0,故 F (x) ≡ 0, x ∈ [a,b].故 f (x) ∈ AC ([a,b])

■
练习 11 设 f ∈ BV ([a,b])，若有

∫ b

a
| f ′(x)|dx =

b∨
a

( f ),试证明 f ∈ AC ([a,b])

证明 F (x) =
∫ x

a
| f ′(x)|dx −

x∨
a

( f ),故F (a) = F (b) = 0.由前面的例题得到 d
dx

x∨
a

( f ) =
| f ′(x)|, a.e.x ∈ [a,b].同样地由 Lebesgue定理得 F (x)是单调的，故 F (x) ≡ 0, x ∈
[a,b].

故
x∨
a

( f ) ∈ AC ([a,b]),而对于 [a,b]中的任意开区间 (xi , yi )有 | f (yi )− f (xi )| ≤
yi∨
xi

( f ),

故 f ∈ AC ([a,b]) ■
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练习 1 设 f ∈ L∞(E), w(x) > 0,且
∫

E
w(x)dx = 1，试证明

lim
p→∞

(∫
E
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

= || f ||∞

证明 记 || f ||∞ = M ,故 | f (x)| ≤ M , a.e.x ∈ E .故

(∫
E
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

≤
(∫

E
M p w(x)dx

)1/p

= M ,

故

lim
p→+∞

(∫
E
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

≤ M

对于任意M ′ < M，记 A = {x ∈ E : | f (x)| > M ′},故m(A) > 0,故(∫
E
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

≥
(∫

A
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

≥ M ′
(∫

A
w(x)dx

)1/p

,

故

lim
p→+∞

(∫
E
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

≥ M ′

由M ′的任意性得

lim
p→+∞

(∫
E
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

≥ M .

故

lim
p→∞

(∫
E
| f (x)|p w(x)dx

)1/p

= M = || f ||∞
■

练习 2 设 g (x) 是 E ⊂ Rn 上的可测函数，若对任意的 f ∈ L2(E), 有 ||g f ||2 ≤
M || f ||2,试证明 |g (x)| ≤ M , a.e. ∈ E
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证明 记 A = {x ∈ E : |g (x)| > M }，假设不成立，则m(A) > 0，记 B ⊂ A,且 0 <
m(B) <+∞,故

∫
E
|χB (x)|2dx = m(B),故χB (x) ∈ L2(E)，故 ||gχB (x)||2 > ||MχB (x)||2,

显然矛盾，故原命题成立。 ■
练习 3 设 f (x)在 (0,+∞)上正值可积，1 < r <+∞,E ⊂ (0,+∞)且m(E) > 0,试

证明 (
1

m(E)

∫
E

f (x)dx)

)−1

≤
(

1

m(E)

∫
E

1

f r (x)
dx)

)1/r

证明 ⇔ (m(E))1+ 1
r ≤

(∫
E

1

f r (x)
dx

) 1
r (∫

E f (x)dx
)

⇔
(∫

E
f (x)

r
r+1 f (x)−

r
r+1 dx

)
≤

(∫
E

f (x)−r dx

) 1
r+1

(∫
E

f (x)dx

) r
r+1

由Hölden不等式可以直接得到 ■
练习 11 设 fn ∈ AC ([0,1]),且 fn(0) = 0(n = 1,2...).若 { f ′

n}是 L1([0,1])中的Cauchy

列，试证明存在 f ∈ AC ([0,1])，使得 fn(x)在 [0,1]上一致收敛于 f (x)

证明 由于 L1([0,1])是完备的，故存在 g ∈ L1([0,1]),使得 lim
n→∞ ||g − fn ||1 = 0,故

lim
n→∞

∫ x

0
f ′

n(t )dt =
∫ x

0
g (t )dt ,

记 f (x) =
∫ x

0
f ′

n(t )dt =
∫ x

0
g (t )dt ,由定理 5.10的 f (x) ∈ AC ([0,1]).

由微积分基本定理得，
∫ x

0 f ′
n(t )dt = fn(x)− fn(0) = fn(x),故 lim

n→∞ fn(x) = f (x),

故任意的 x ∈ [0,1]有

∣∣ f (x)− fn(x)
∣∣= ∣∣∣∣∫ x

0

(
f ′

n(t )− g (t )
)

dt

∣∣∣∣≤ ∫ x

0
| f ′

n(t )− g (t )|dt ≤
∫ 1

0
| f ′

n(t )− g (t )|dt ,

故 fn(x) ⇒ f (x) ■
练习 15 设 {ϕk } ⊂ L2(E)是完全标准正交系，试证明对 f , g ∈ L2(E)有

〈 f , g 〉 =
∞∑

k=1

〈 f ,ϕk〉〈g ,ϕk〉

证明

〈 f , g 〉 =
∫

E
f (x)g (x)dx

=
∫

E

(
f (x)−

k∑
i=1

〈 f ,ϕi 〉ϕi

)
g (x)dx +

∫
E

(
k∑

i=1

〈 f ,ϕi 〉ϕi

)
g (x)dx (∗)
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由 Schwarz不等式得∫
E

(
f (x)−

k∑
i=1

〈 f ,ϕi 〉ϕi

)
g (x)dx ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ f (x)−

k∑
i=1

〈 f ,ϕi 〉ϕi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

2

||g (x)||2

由定理 6.15得 lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ f (x)−
k∑

i=1
〈 f ,ϕi 〉ϕi

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

= 0.而

∫
E

(
k∑

i=1

〈 f ,ϕi 〉 ϕi

)
g (x)dx =

k∑
i=1

∫
E

(〈 f ,ϕi 〉 ϕi

)
g (x)dx =

k∑
i=1

〈 f ,ϕi 〉
∫

E
ϕi g (x)dx =

k∑
i=1

〈 f ,ϕi 〉〈g ,ϕi 〉

故令 (*)式两边 k趋于∞,即得证 ■
练习 16 设 {ϕn}是 L2([0,1])中的完全标准正交系，若 {ψn}是 L2([0,1])中满足
∞∑

n=1

∫ b

a

(
ϕn(x)−ψn(x)

)2
dx < 1的正交系，试证明 {ψn}是 L2([0,1])中的完全正交

系

证明 设 f ∈ L2([0,1])，并且 〈 f ,ψn〉 = 0,∀n ∈N∗,故 〈 f ,ϕn〉 = 〈 f ,ϕi −ψi 〉.
故 〈 f ,ϕn〉2 ≤ || f ||22||ϕi −ψi ||22
故 || f ||22 =

∞∑
k=1

〈 f ,ϕk〉2 ≤ || f ||22||ϕi −ψi ||22 ≤ || f ||22 故 || f ||2 = 0,故 f几乎处处

是 0 ■
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