
计算方法撷英
Notes on Computing Methods
作者：王天浩，尤佳睿
2019年 11月 24日

钱学森书院学业辅导中心

Q Y X F

XI’AN JIAOTONG UNIVERSITY



作品信息
ä标题：计算方法撷英 - Notes on Computing Methods
ä作者：王天浩，尤佳睿
ä校对排版：xjtu-blacksmith
ä出品时间：2019年 11月 24日
ä总页数：61

许可证说明

cbnd知识共享 (Creative Commons) BY-NC-ND 4.0协议

本作品采用 CC协议进行许可。使用者可以在给出作者署名及资料来源
的前提下对本作品进行转载，但不得对本作品进行修改，亦不得基于本
作品进行二次创作，不得将本作品运用于商业用途。

本作品已发布于 GitHub之上，发布地址为：
https://github.com/qyxf/notes-on-computing-methods

本作品的版本号为 1.1。

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://github.com/qyxf/notes-on-computing-methods


前言

计算方法是本校（西安交通大学）钱学森班、少年班等拔尖班的同学必修
的一门数学基础课程，其内容包括解决一些计算问题（如解线性方程组、插值
与逼近、数值微积分等）的常用算法，及针对这些算法之误差与稳定性的相关
数学理论。相较于其他的数学课程，计算方法课程具有内容丰富、实用性强等
特点，但也兼有一般数学课程内容深、考点多的性质。可以说，计算方法课程
是工科学生在走向专业课程之前所要翻越的最后一座数学理论「大山」。

2014级少年班的王天浩同学，于此方面做了相当好的工作，在学习本课
程期间尽心尽力整理了十分详尽的课程笔记，基本上达到了以上所提到的要
求。尽管该份笔记是纸质版扫描而成，但一经发布便广泛流传开来，成为当届
及本届学生复习时重要的参考资料。为方便之后的同学复习计算方法课程，经
与王天浩学长协商，我自 2019年 6月 6日开始将原有的纸质扫描笔记以 LATEX
整理为电子版，补足了语言上的一些省略、缺失，增写了许多注记、说明、插
图，并扩充了一些新的条目。新的电子版本定名为《计算方法撷英》，以示此
份文档与「计算方法」课程之关系。

正文格式说明
电子版笔记基本上遵循了原有纸质笔记的框架，但相较与原来的样式更为

清晰、简明。这份笔记的正文中包含了这样几类内容：

条目 用â符号引导的内容，附有编号，为一般性质的知识点、说明。
例题 用0符号引导的内容，附有编号，通常是对其正上方那一个或几个知识

点的具体呈现与演示。一些给出详细过程，一些仅给出答案（供读者自
行练习时参考）。

定理/定义 用+符号引导的内容，附有编号，表示一些比较重要的定理和概
念定义。

关键词 用粗体标注的内容，表示比较关键的概念。可在本笔记后的「索引」栏
目查找本笔记中所有的关键词。
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强调 用下划线标注的内容，表示强调，以与其他内容区分开来。
注记 用脚注的方式给出，通常是对正文内容的进一步阐释，或对正文中略去

之内容的说明。

撰写说明
此份笔记自 2019.6.6开始撰写，期间编者尚在美国交流，只能利用课余时

间零碎增补；至 9月回国时，正文内容几近完成。在编者缓考完成后，对内容
的润色工作暂时搁置，直至 11月时才重新启动，并最终完成。在编者整理稿
件的过程中，除以王天浩同学的纸质笔记为底稿之外，也在获得许可的情况下
参考了 2017级钱班吴思源同学的计算方法笔记，在此向二位深表感谢！
在此之外，编者还要向授课的马军老师，及编撰本校计算方法相关教材的

李乃成、邓建中、梅立泉等诸位老师表示敬意。作为一门与科技前沿紧密相关
的数学基础课，授课者们担负的责任异常重大，而他们的表现则异常令人钦佩！

帮助我们改进这份笔记
一本好的教科书，来自于相关教师历经数代、数十年的逐次再版改进；一

份好的笔记，同样也需要长期的维护、改进才能够最终创造出来。本份笔记还
未经这样久的磨砺，在内容、布局、细节等方面都相当欠缺；因此，恳请诸位
读者在使用本份笔记时，留意以下几点：

• 检查正文中存在的笔误、错别字、公式错误等；
• 考察此份笔记是否缺少课程相关的知识点、章节内容；
• 评价本笔记中是否有详略不得体、例题过少、描述不明晰的内容。

以上三点，「境界」逐次提高，却都能够有效提高这份笔记的可用程度。若
读者在阅读过程中发现以上三点问题，请将问题整理好，寄送到编者的电子邮
箱：yjr134@163.com；如您常年使用 GitHub，也可在本份笔记的开源仓库
页面 https://github.com/qyxf/notes-on-computing-methods 上
发布 issue或 pull request，提出改进建议。
非常感谢各位读者的贡献。祝愿大家在考试中取得令人满意的成绩，并能

够在实际问题中更为熟练的应用各类数值计算方法。

能动少 C71尤佳睿 (1)

2019年 11月 24日
(1)个人博客：https://www.cnblogs.com/xjtu-blacksmith/。
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第一章 误差

§1.1 真值与误差
â1.1 有测量就会有误差。通常，将某数学量、物理量的真值记为 𝑥（不加任何
修饰符），而将测量或计算所得的 𝑥的近似值记作 �̃�。

â1.2 两种误差：
Δ𝑥 = 𝑥 − �̃� (绝对误差)
𝛿𝑥 = ̃ (相对误差)

â1.3 两种误差限：
|Δ𝑥| ≤ 𝜀 (绝对误差限)
|𝛿𝑥| ≤ 𝜀 (相对误差限)

â1.4 相对误差较小时，有近似计算式(1)：|𝛿𝑥| ≈ | ̃ |
̃ = ̃ ≤

| |
̃

â1.5 若 |Δ𝑥| = |𝑥 − �̃�| ≤ 0.5 × 10 ，则称 𝑥的近似值 �̃�准确到第𝑛位小数。
01.6 设 𝑥 = 0.31682，则 �̃� = 0.3精确到 1位有效数字，�̃� = 0.32精确到 2
位，�̃� = 0.317精确到 3位，�̃� = 0.3168精确到 4位。若取 �̃� = 0.3169为 𝑥
的近似值，则其仅精确到 3位小数。

§1.2 浮点运算与浮点数集
â1.7 在计算机中，实数将被储存为浮点数，故计算机中的实数运算常被称作
浮点运算。为此，有下面的一些概念与理论。
â1.8 浮点运算量：记一次加法和一次乘法（如 𝑎 + 𝑏 × 𝑐）所需的时间为一个
时间单位，记为 lop。
01.9 设 A 为一 10 × 20的矩阵，A 为一 20 × 50的矩阵，欲计算 A ⋅A ，则
运算量为 10 × 20 × 50 = 10000 lop (2)。

(1)在估计误差时，真值 往往难以确定，但绝对误差 | |或绝对误差限 往往能够确定下来。
(2)A 的行乘以 A 的列，每次的浮点运算量为 lop，总计 × 种组合。
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2 第一章 误差

â1.10 浮点数集：在 10进制中，浮点数 �̃�（或一实数 𝑥的近似 𝑡位有效数字的
浮点数 �̃�）可表示如下：

𝑓𝑙(𝑥) = �̃� = ± 𝑥
10 +

𝑥
10 + 𝑥

10 +⋯+ 𝑥
10 × 10 (�̃� = 0.𝑥 𝑥 𝑥 ⋯𝑥 × 10 )

其中 1 ≤ 𝑥 < 10，0 ≤ 𝑥 < 10，𝑗 = 2, 3,⋯ , 𝑡。类似的，在 𝛽进制中，一个数
的表示方式：

𝑓𝑙(𝑥) = �̃� = ± 𝑥
𝛽 + 𝑥

𝛽 +⋯+ 𝑥
𝛽 × 𝛽

其中 1 ≤ 𝑥 < 𝛽，0 ≤ 𝑥 < 𝛽，𝑗 = 2, 3,⋯ , 𝑡。𝛽 称为指数部分，指数 𝑙满足
𝐿 ≤ 𝑙 ≤ 𝑈，𝐿与 𝑈分别为下界与上界；0.𝑥 𝑥 ⋯𝑥 称为尾数。𝑓𝑙(𝑥)称为一个
规格化浮点数。
â1.11 称计算机中所能表示的全体数的集合称为浮点数集，记为 𝐹(𝛽, 𝑡, 𝐿, 𝑈)。

𝐹(𝛽, 𝑡, 𝐿, 𝑈) = {0} ∪ ± 𝑥
𝛽 + 𝑥

𝛽 +⋯+ 𝑥
𝛽 × 𝛽 ∶ 𝐿 ≤ 𝑙 ≤ 𝑈 (1.1)

01.12 C++里的 float：4字节、32位，如图 1.1所示。可以将这一浮点数集记
为 𝐹(2, 23, −128, 127)。

… …

↓
底数符号 指数位（含符号） 底数位

图 1.1: C++中 float类型变量的储存原理

â1.13 浮点数集中的数的个数：𝑁 = 2 ⋅ (𝛽 − 1) ⋅ 𝛽 ⋅ (𝑈 − 𝐿 + 1) + 1

â1.14 浮点数 𝑓𝑙(𝑥)与对应真值 𝑥的误差：

• 绝对误差：|𝑥 − 𝑓𝑙(𝑥)| ≤ 1
2𝛽 × 𝛽 = 1

2𝛽

• 相对误差：由 |𝑥| ≥ 0.1 × 𝛽 ，有 |𝑥 − 𝑓𝑙(𝑥)|
|𝑥| ≤ 𝛽 /2

𝛽 = 1
2𝛽

此类误差称为舍入误差。
â1.15 计算结果的错误/误差：

1. 𝑙 ∉ [𝐿, 𝑈]：上溢（𝑙 ≥ 𝐿）会出错，下溢（𝑙 ≤ 𝑈）变为 0。
2. 尾数多于 𝑡位：自动进行舍入处理，造成误差
3. 有效数字丢失：「大数吃小数」
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§1.3 计算方法的研究内容 3

01.16 设计算时保留 4位有效数字，则 1234+0.3678 = 1234.3678 ≈ 1234，在
此发生了「大数吃小数」的现象。
â1.17 设计数值计算的算法时，应结合浮点数具有的特性，避免上面所提到的
各类计算错误。为此，提出以下几条浮点运算原则：

1. 避免产生大结果的运算，避免小数作为除数。
2. 避免「大」、「小」数相加减，防止大数吃小数。
3. 避免相近数直接相减，防止有效数字损失。
4. 简化运算步骤，减少运算次数 (3)。

若原有的计算公式不符合以上的这些原则，则可以通过对原式的等价变换或近
似处理，使之符合上面的原则。

01.18 设 |𝑥| ≪ 1，则可改写数值计算公式 ln 1 − √1 − 𝑥
|𝑥| 为以下形式，以避免

小数作分母：

ln 1 − √1 − 𝑥
|𝑥| = ln 𝑥

|𝑥| ⋅ (1 + √1 − 𝑥 )
= ln |𝑥|

1 + √1 − 𝑥

§1.3 计算方法的研究内容

â1.19 计算方法课程，并不仅仅包含各类数值计算方法。归结而言，计算方法
课程的研究内容可以归纳为：

1. 某一问题的数值计算算法（即通常意义上的「计算方法」）；
2. 这些算法的误差、复杂性或收敛速度之估计。

后者至关重要。对于算法的误差或复杂性分析，使这门课程区别于一般的工具
性课程。
â1.20 针对一些模型，还存在着一类特定的问题，即病态问题。为度量这类问
题的性质，需要用到条件数。

• 根据输入数据的微小变化能引起问题之解变化的大小程度，可以将数值
计算问题区别为两类：若由此能引起解的很大变化，则称问题是病态的；
否则，称一个问题是良态的。病态问题不易精确求解。

(3)由此避免各类误差的逐次累计。——编者注
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4 第一章 误差

• 条件数：输入数据 𝑥, �̃�，输出 𝑓(𝑥), 𝑓(�̃�)。设 𝑥 ≠ 0，𝑓(𝑥) ≠ 0，若存在
𝑚 > 0使：

|𝑓(𝑥) − 𝑓(�̃�)|
|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑚 ⋅ |𝑥 − �̃�|

|𝑥| (输出误差 ≤ 𝑚 ⋅输入误差)

则将𝑚称为该问题的条件数，记为 Cond(𝑓)。

01.21 𝑦 = 𝜑(𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 )。输入为 �̃� , �̃� , ⋯ , �̃� ，近似解 �̃� = 𝜑(�̃� , �̃� , ⋯ , �̃� )，
则有

Δ𝑦 = 𝜑(𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 ) − 𝜑(�̃� , �̃� , ⋯ , �̃� ) ≈ 𝜕𝜑(�̃� , �̃� , ⋯ , �̃� )
𝜕𝑥 Δ𝑥 (1.2)

𝛿𝑦 = Δ𝑦
𝑦 ≈ 𝜕𝜑(�̃� , �̃� , ⋯ , �̃� )

𝜕𝑥 ⋅ Δ𝑥𝑦 = 𝜕𝜑(�̃� , �̃� , ⋯ , �̃� )
𝜕𝑥 ⋅ 𝑥𝑦 ⋅ 𝛿𝑥

(1.3)

故可见 ( ̃ , ̃ ,⋯, ̃ ) ⋅ 即条件数。
â1.22 稳定性（数值稳定性）：运算中舍入误差积累是否影响结果的可靠性。
01.23 欲用数值计算方法求解由 𝐼 = e ∫ 𝑥 e d𝑥, 𝑘 = 0, 1,⋯ , 7所定义的一
系列定积分的值。

• 算法 1：构建递推公式

⎧⎪
⎨⎪⎩

𝐼 = e d𝑥 = 1 − 1
e

𝐼 = e 𝑥 e d𝑥 = 1 − 𝑘𝐼
(1.4)

利用递推关系依次计算 𝐼 → 𝐼 → 𝐼 → ⋯ → 𝐼 。
• 算法 2：近似计算 𝐼 ，利用递推关系 (4)依次计算 𝐼 → 𝐼 → ⋯ → 𝐼 。

实际上就整体而言，算法 2精度更高。对算法 1递推公式 𝐼 = 1 − 𝑘𝐼 。若
𝐼 有舍入误差 Δ𝐼 （或记作 Δ），则 ̃𝐼 = 1 − 𝑘(𝐼 + Δ) = 𝐼 − 𝑘 ⋅ Δ，误差
被放大 (5)。

(4)即将 (1.4)式移项，反得 。——编者注
(5)对算法 2的递推公式做类似分析，可见 ̃ / ，即误差被减小到原来的 / 倍，这是大大缩小
了。故算法 2较算法 1更为稳定。——编者注
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第二章 线性方程组直接解法

§2.1 Gauss消元法的引入
â2.1 整体思路：

1. 先推得 Ax = b ⇒ x = A b，再求 A （初等行变换法、伴随矩阵法、
Gauss-Jordan消去法）

2. Crammer法则：Ax = b ⇒ 𝑥 = |A |
|A|，浮点运算量 𝑁 = (𝑛 − 1) ⋅ 𝑛! + 𝑛

lop（很大）

â2.2 Gauss消去法：降维（𝑛 → (𝑛 − 1) → ⋯ → 1）
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图 2.1: Gauss消去法步骤示意图（上排降维消元，下排回代求解）

• 消去运算量：𝑁 = ∑ (𝑛 − 𝑘)(𝑛 − 𝑘 + 2) = + 𝑛 −

• 回代运算量：𝑁 = 1 + 2 +⋯+ 𝑛 = ( )

• 总计运算量：𝑁 = 𝑁 + 𝑁 = + 𝑛 − = 𝑂(𝑛 )

â2.3 可能出现的问题：（主要是消去过程中）
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6 第二章 线性方程组直接解法

1. 𝑎( ) = 0，无法进行
2. |𝑎( )| ≪ |𝑎( )| (𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2,⋯ , 𝑛)，误差极大（大/小 =大，误差
被放大）

对问题 1，只要满足：(1)A是方阵；(2)|A| ≠ 0，即可通过换行达到解决问题。
对问题 2，则不易解决(1)。
+2.4 𝑎( )不为 0的充要条件是：A的 1阶与 𝑘阶主子式均不为 0，即

𝑎( ) ≠ 0 ⇔ 𝐷 = 𝑎 ≠ 0, 𝐷 =

𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎

+2.5 设矩阵 A满足 ∑
,

|𝑎 | < |𝑎 |，则称 A是严格对角占优矩阵。

â2.6 Gauss消去法顺利进行条件（满足其一即可）：

1. A各阶顺序主子式不等于 0。
2. A是对称正定阵。
3. A是严格对角占优矩阵。

§2.2 Gauss消元法的改进

â2.7 列主元 Gauss消元法 .消去进行到第 𝑘步时如下所示：
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⎟

⎠

选取max(|𝑎( )|) 𝑖 = 𝑘, 𝑘 + 1,⋯ , 𝑛的一行与第 𝑘行互换，继续消去（算法较
稳定）

(1)参见下一节中的「列主元 Gauss消元法」。
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§2.2 Gauss消元法的改进 7

â2.8 Gauss消去法矩阵形式：将消去前后过程用矩阵表示，可以有

A = A( ) =
⎛
⎜⎜
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⎠

则存在唯一的单位下三角阵 (2) L 使 A( ) = L A( )，其中 L =
⋯
⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋯

。
按此方式依次变换得一系列 L ：

A( ) = L A( ) = ⋯ = L L ⋯ L L A( )

反推得到

A = L L ⋯ L A( )

记U = A( ) =
⋯
⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋯

为一上三角阵，则A = L L ⋯ L U = LU。

+2.9 设 A为 𝑛阶矩阵，𝐷 ≠ 0，则 A可唯一分解为一单位下三角阵 L与一上
三角阵 U之积

A = LU (2.1)

称为 LU分解（Doolittle分解）。

â2.10 LU分解的算法实现：设 L =
⋯
⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋯

，U = A( ) =
⋯
⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋯

，
根据式 (2.1)可知：A中的元素 𝑎 满足

𝑎 = (𝑙 𝑙 ⋯ 𝑙 , 1 0 ⋯ 0) ⋅ (𝜇 𝜇 ⋯ 𝜇 0 ⋯ 0)T

=
⎧⎪
⎨⎪⎩

∑ 𝑙 𝜇 + 𝜇 , 𝑗 ≥ 𝑖, 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛

∑ 𝑙 𝜇 , 𝑗 < 𝑖, 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛

(2)即线性代数中用于表征初等行变换的初等矩阵。
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8 第二章 线性方程组直接解法

由此可以推得迭代算式为：

𝜇 = 𝑎 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑛 (2.2)
𝑙 = 𝑎 /𝜇 𝑖 = 2, 3,⋯ , 𝑛 (2.3)

𝜇 = 𝑎 − 𝑙 𝜇 𝑗 = 𝑖, 𝑖 + 1,⋯ , 𝑛; 𝑖 = 2, 3,⋯ , 𝑛 (2.4)

𝑙 = 1
𝜇 𝑎 − 𝑙 𝜇 𝑘 = 𝑖 + 1,⋯ , 𝑛; 𝑖 = 2, 3,⋯ , 𝑛 (2.5)

â2.11 LU分解算法：

1. 照抄(3)系数矩阵 A第 1行；
2. 用式 (2.3)写出第 1列（A对应位置元素除以 𝜇 后再照抄）；
3. 用式 (2.4)写出第 2行（A对应位置元素减去一系列 LU乘积）；
4. 用式 (2.5)写出第 2列（A对应位置元素减去一系列 LU乘积，最终除以

𝜇 ）；
5. 以此类推，重复应用式 (2.4)、式 (2.5)，生成行与列。
6. 沿对角线分成 L、U两矩阵。
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图 2.2: LU分解算法示意图

â2.12 需注意：重复第 5步时，有如下的小妙招。

1. 在第 𝑚步生成行时，对某个元素 𝜇 ，首先在其上方紧贴顶部的位置(4)

找到𝑚−1个元素的列向量 (𝜇 , 𝜇 , … , 𝜇 , )；再向左靠近左边缘位置，
(3)即利用式 (2.2)。
(4)而非紧贴该元素的位置。
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§2.2 Gauss消元法的改进 9

找到𝑚− 1个元素的行向量 (𝑙 , 𝑙 , … , 𝑙 , )，则 𝜇 等于 A对应位置元
素减去以上两向量的内积。

2. 类似的，在第𝑚步生成列时，先在其左侧靠边缘部找𝑚 − 1个元素的行
向量，再向上靠顶部位置找到𝑚 − 1个元素的列向量，生成值为矩阵 A
对应位置元素值减两向量内积之后除以𝜇 。

3. 易错点：生成列时，不要忘记除以𝜇 ！

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⋯ ⋯
⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋯ ⋯

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

图 2.3: LU分解算法图示（以一个行元素 𝜇 的生成为例）

02.13 分解矩阵 A为 LU，其中：A =

（答案：L = ，U = ）

â2.14 利用 LU分解求解线性方程组：

Ax = b ⇒ LUx = b ⇒
Ux = y

Ly = b

转化为两个对角阵方程，易于求解。（计算量仍为𝑂(𝑛 )，来自于 LU分解本身。）
â2.15 LDU分解：令 D = diag(𝜇 , 𝜇 ,⋯ , 𝜇 )，则有：

A = LU = L ⋅ I ⋅ U = LDD U = LDMT

其中MT = D U，MT是一单位上三角阵。则：

M = ⋮ ⋮ ⋱
⋯

, 𝑚 =
𝜇
𝜇 （即每行元素除以排头元素） (2.6)

称 A = LDMT为矩阵的 LDU分解。
â2.16 LDU计算式不必死记，只需在 LU分解后变换为相应形式即可。
â2.17 对于对称阵，可分解为：A = LDLT（前提：各阶顺序主子式非 0）
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10 第二章 线性方程组直接解法

â2.18 对于对称正定阵，D的元素均非负（且对角线非 0），则进一步有A = GGT

（Cholesky分解）

â2.19 平方根法：A = GGT ⇒ Ax = b ⇒ GGTx = b ⇒
Gy = b

GTx = y

â2.20 改进平方根法 (5)：A = LDLT ⇒ Ax = b ⇒ LDLTx = b ⇒
⎧⎪
⎨⎪⎩

Ly = b

Dz = y

LTx = b

â2.21 稀疏矩阵：大量元素为 0，非零元很少。以带状矩阵为例：

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

图 2.4:上带宽为 𝑞，下带宽为 𝑝的带状矩阵

𝑝 = 𝑞 = 1时的带状矩阵称为三对角矩阵，通常为严格对角占优矩阵。
â2.22 解三对角系数矩阵线性方程组的追赶法：设系数矩阵 T为三对角阵，则
可用 LU分解求解方程组：

T = LU,Tx = d ⇒ LUx = d ⇒
Ly = d （追）
Ux = y （赶）

其中 L是带宽为 𝑝的下三角阵，U是带宽为 𝑞的上三角阵 (6)。求解前一方程
时，从上至下依次带入（「追」）；求解后一方程时，从下至上依次回代（「赶」）。

§2.3 病态问题理论

â2.23 误差向量 e = x∗ − x̃与残向量 r = b− Ax̃：前者为里，后者为表。
(5)相较于平方根法少去若干开方运算，故称「改进」。
(6)对于三对角阵，其 LU分解的结果可用简单的表达式直接写出，参见李乃成、梅立泉《数值分析》第 36页；
但若是针对考试做准备，则可仅按一般的 LU分解处理三对角矩阵。
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§2.3 病态问题理论 11

â2.24 如何衡量误差（向量）的大小？可采用向量的范数衡量。
+2.25 向量范数：称 ‖x‖为一个向量的范数，若 ‖x‖ ∈ ℝ满足：

1. 非负性：∀x ∈ ℝ , ‖x‖ ≥ 0且‖x‖ = 0⇔ x = 0
2. 齐次性：∀𝛼 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ ℝ , ‖𝛼x‖ = |𝛼| ⋅ ‖x‖
3. 三角不等式：∀x, y ∈ ℝ , ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖

â2.26 常用向量范数：
• 1-范数：‖x‖ = |𝑥 | + |𝑥 | + ⋯ + |𝑥 |.
• 2-范数：‖x‖ = 𝑥 + 𝑥 +⋯+ 𝑥 .
• ∞-范数：‖x‖ = max |𝑥 |.

+2.27 矩阵范数：称 ‖A‖ ∈ ℝ为一个矩阵范数，若其满足：
1. 非负性：∀A, ‖A‖ ≥ 0且 ‖A‖ = 0 ⇔ A = O
2. 齐次性：∀𝛼 ∈ ℝ, ‖𝛼A‖ = |𝛼| ⋅ ‖A‖
3. 三角不等式：‖A+ B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖
4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ⋅ ‖B‖

+2.28 向量范数与矩阵范数的相容性：若 ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ⋅ ‖x‖，则称矩阵范数 ‖A‖
与向量范数 ‖x‖为相容或协调的。

â2.29 算子范数：称 ‖A‖ = max
‖Ax‖
‖x‖ = max

‖x‖
‖Ax‖ 为（由向量范数 ‖x‖

诱导的）矩阵范数，容易证明 ‖A‖ 与 ‖x‖ 满足相容条件。

1. 1-范数：‖A‖ = max ∑ |𝑎 | ，即列和最大值。

2. 2-范数：‖A‖ = ATA的最大特征值.
3. ∞-范数：‖A‖ = max ∑ |𝑎 | ，即行和最大值。

â2.30 矩阵的谱半径：𝜌(A) = max |𝜆 |，性质：𝜌(A) ≤ ‖A‖

+2.31 设 ‖B‖ ≤ 1，则 I− B可逆，且有

‖(I− B) ‖ ≤ 1
1 − ‖B‖ (2.7)

â2.32舍入误差对解的影响：

r = b− Ax̃ ⇒ Ax̃ = b− r ≠ b
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12 第二章 线性方程组直接解法

为分析舍入误差的相对水平，先分析误差向量的大小：

e = A r ⇒ ‖e‖ = ‖A r‖ ≤ ‖A ‖ ⋅ ‖r‖

由于 Ax∗ = b，故

‖b‖ = ‖Ax∗‖ ≤ ‖A‖ ⋅ ‖x∗‖ ⇒ 1
‖x∗‖ ≤ ‖A‖

‖b‖

故相对误差水平 ‖x∗ − x̃‖
‖x∗‖ ≤ ‖A‖ ⋅ ‖A ‖ ⋅ ‖r‖‖b‖，其中的系数即可定义为矩阵的

条件数 Cond(A) = ‖A‖‖A ‖.

â2.33 易知 Cond(A) ≥ 1（‖A‖‖A ‖ ≥ ‖A ⋅ A ‖ = 1）
â2.34 残向量 r不能完全反映偏差水平，因 r小，e也不一定小。
â2.35系数扰动对解的影响：设系数矩阵 A有扰动 ΔA，则

(A+ ΔA)x = b ⇒ r = b− Ax̃ = ΔAx̃ ⇒ ‖r‖ ≤ ‖ΔA‖‖x̃‖

可见若 ΔA小，则 r也小。故相对误差水平
‖x∗ − x̃‖

x∗ ≤ Cond(A) ‖r‖‖b‖ ≤ Cond(A) ⋅ ‖x̃‖‖x∗‖ ⋅
‖ΔA‖
‖A‖

â2.36 舍入误差与系数扰动的共同影响：假设总的影响可归结为 (A − ΔA)(x −
Δx) = b− Δb，当 ‖ΔA‖ ⋅ ‖A ‖ < 1时，记 𝜀A = ‖ΔA‖/‖A‖与 𝜀b = ‖Δb‖/‖b‖
为各系数在范数意义下的相对偏差，则有

‖x∗ − x̃‖
x∗ ≤ ‖A ‖ ⋅ ‖A‖

1 − ‖A ‖ ⋅ ‖A‖ ⋅ ‖ A‖
‖A‖

‖Δb‖
‖b‖ + ‖ΔA‖

‖A‖ = 𝜀b + 𝜀A
[Cond(A)] − 𝜀A

(2.8)
易见当 Cond(A)较大时，方程组为病态方程组；反之，当 Cond(A)较小时，方
程组仍为良态方程组。
â2.37 Cond(A)的估计：利用算子范数的相容性，有

Ax = b ⇒ x = A b ⇒ ‖x‖ ≤ ‖A ‖ ⋅ ‖b‖ ⇒ ‖x‖
‖b‖ ≤ ‖A ‖

随机选取 𝑝个向量 b ,b , ⋯ ,b ，解方程 Ax( ) = b （1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝），得到 x( )，
由上面结论可知

max ‖x( )‖
‖b ‖ ≤ ‖A ‖

故可近似认为：Cond(A) ≈ ‖A‖ ⋅ max ‖x( )‖
‖b ‖ .
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第三章 线性方程组迭代解法

§3.1 迭代方法概要

â3.1 思想：𝑓(𝑥∗) = 0 ⇒ ⋯ ⇒ 𝑥∗ = 𝜙(𝑥∗)，给出初值 𝑥 和递推公式
𝑥 = 𝜙(𝑥 )，假设 {𝑥 }收敛，求极限——设 lim

→
𝑥 = 𝑥，则有 𝑥 = 𝜙(𝑥)，从

而必有 𝑓(𝑥) = 0。

+3.2 向量序列收敛：x( ) = (𝑥( ), 𝑥( ), ⋯ , 𝑥( ))T，若 lim
→

𝑥( ) = 𝑥∗，则 x( ) →
x∗ (𝑘 → ∞)，记作 lim

→
x( ) = x∗。

+3.3 矩阵序列收敛：A( ) = (𝑎( )) × ，若 lim
→

𝑎( ) = 𝑎 ，则称 A( ) → A =
(𝑎 ) × 记作 lim

→
A( ) = A。(1)

+3.4 序列收敛定理：

• 对向量，x( ) → x∗ ⇔ lim
→

‖x∗ − x( )‖ = 0
• 对矩阵，A( ) → A ⇔ lim

→
‖A− A( )‖ = 0

+3.5 定理：设 B ∈ ℝ × ，则 lim
→

B = 0 ⇔ 𝜌(B) < 1。

â3.6 迭代格式的构造：设 Ax = b，同解变形得 x = Bx+ g，可构造对应的迭
代格式：

x( ) = Bx( ) + g (3.1)

由于是同解变形，故 x∗ = lim
→

x( )满足 x∗ = Bx∗ + g ⇒ Ax∗ = b，从而可通
过 (3.1)式不断迭代以逼近方程的解。

(1)此处不用 A∗，以免与伴随矩阵的符号 A∗弄混。
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14 第三章 线性方程组迭代解法

§3.2 三种基本迭代法
â3.7 Jacobi迭代法：以第 𝑖行为例，有：

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +⋯+ 𝑎 𝑥 +⋯+ 𝑎 𝑥 = 𝑏

可解出

𝑥 = 1
𝑎 [𝑏 − (𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +⋯+ 𝑎 , 𝑥 + 𝑎 , 𝑥 +⋯+ 𝑎 𝑥 )]

= 1
𝑎 𝑏 −

,
𝑎 𝑥 (3.2)

依上式即可构造 Jacobi迭代格式：

𝑥( ) = 1
𝑎 𝑏 −

,
𝑎 𝑥( ) (𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛) (3.3)

按照 x = Bx+ g的标准格式，整理成矩阵格式：

⎛
⎜⎜

⎝

𝑥
𝑥
⋮
𝑥

⎞
⎟⎟

⎠

=
⎛
⎜⎜

⎝

0 − − ⋯ −
− 0 − ⋯ −
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

− − − ⋯ 0

⎞
⎟⎟

⎠

⎛
⎜⎜

⎝

𝑥
𝑥
⋮
𝑥

⎞
⎟⎟

⎠

+
⎛
⎜⎜

⎝

⋮

⎞
⎟⎟

⎠

(3.4)

â3.8 Gauss-Seidel迭代法：

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑥( ) = 1
𝑎 (𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) −⋯− 𝑎 𝑥( ))

𝑥( ) = 1
𝑎 (𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) −⋯− 𝑎 𝑥( ))

𝑥( ) = 1
𝑎 (𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) −⋯− 𝑎 𝑥( ))

⋯⋯

𝑥( ) = 1
𝑎 (𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) −⋯− 𝑎 , 𝑥( ) )

(3.5)

形式与 Jacobi法相同，但区别在于进行下一步变量的迭代时采用了「新解」（即
上式中框出的部分）。
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§3.2 三种基本迭代法 15

â3.9 超松弛迭代法（SOR (2)法）：对 Gauss-Seidel法的通用格式进行改写；若
记每次迭代时的误差为 r( )，即

𝑥( ) = 𝑥( ) + 1
𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) = 𝑥( ) + 𝑟( )

𝑎

当 𝑘 → ∞时总有 𝑟( )/𝑎 → 0，故可以乘一个系数 𝜔以加快收敛：

𝑥( ) = 𝑥( ) + 𝜔
𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( )

整理得

𝑥( ) = (1 − 𝜔)𝑥( ) + 𝜔
𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) (3.6)

整体迭代格式：

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥( ) = (1 − 𝜔)𝑥( ) + 𝜔
𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) −⋯− 𝑎 𝑥( )

𝑥( ) = (1 − 𝜔)𝑥( ) + 𝜔
𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑥( ) − 𝑎 𝑥( ) −⋯− 𝑎 𝑥( )

⋯⋯

𝑥( ) = (1 − 𝜔)𝑥( ) + 𝜔
𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑥( ) −⋯− 𝑎 , 𝑥( )

(3.7)

â3.10 迭代的矩阵表示法：将 A分解为 D,E, F三部分：A = D− E− F，其中

D = ⋱ ,E =
⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋯
, F =

⋯
⋯
⋯
⋱ ⋮

(3.8)

• Jacobi迭代法：迭代格式中除对角阵D以外的系数均挪到了方程右侧，相
当于

(D− E− F)x = b ⇒ Dx = (E+ F)x+ b ⇒ x = D (E+ F)x+ D b

可见有
B = D (E+ F) = D (D− A) = I− D A

g = D b
(3.9)

(2)Successive over-relaxation.
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16 第三章 线性方程组迭代解法

• Gauss-Seidel迭代法：与 Jacobi法不同的是，迭代中表示预先求得之「新
解」的系数阵 E留在方程左侧，相当于

(D− E− F)x = b ⇒ (D− E)x = Fx+ b

⇒ x = (D− E) Fx+ (D− E) b

可见有
B = (D− E) F

g = (D− E) b
(3.10)

• 超松弛迭代法：在 Gauss-Seidel法的基础上，将 (1 − 𝜔)大小的对角系数
D移至方程右侧（作为误差），相当于

𝜔(D− E− F)x = 𝜔b ⇒ (D− 𝜔E)x = [(1 − 𝜔)D+ 𝜔F]x+ 𝜔b
⇒ x = (D− 𝜔E) [(1 − 𝜔)D+ 𝜔F]x+ (D− 𝜔E) 𝜔b

可见有
B = (D− 𝜔R) [(1 − 𝜔)D+ 𝜔F]
g = 𝜔(D− 𝜔E) b

(3.11)

§3.3 迭代收敛理论
â3.11 下面给出迭代格式收敛的条件（非常重要！个人猜测必考 (3)）。
+3.12 定理 1：若 ‖B‖ ≤ 1，则 ∀x( )，迭代格式 x( ) = Bx( ) + g收敛于解 x∗，
且有误差估计式：

‖x∗ − x( )‖ ≤ ‖B‖
1 − ‖B‖‖x

( ) − x( )‖ （事后估计或后验估计） (3.12)

‖x∗ − x( )‖ ≤ ‖B‖
1 − ‖B‖‖x

( ) − x( )‖ （事前估计或先验估计） (3.13)

â3.13 估计式的推导：利用迭代格式及 x∗ = Bx∗ + g条件将 x∗ − x( )展开并变
形，最终在等式两侧取范数，应用范数若干性质和条目 2.31的结果获得不等
号。
+3.14 定理 2：∀x( )，迭代格式 x( ) = Bx( ) + g收敛于解 x∗的充要条件是
下列两条件之一成立：

(3)王天浩的评论。
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§3.3 迭代收敛理论 17

1. B → O；
2. B的谱半径 𝜌(B) < 1。

+3.15 推论：SOR法收敛的必要条件是 0 < 𝜔 < 2。

‖B‖ = ‖(D− 𝜔E) ‖ ⋅ ‖(1 − 𝜔)D+ 𝜔F‖ = ‖(1 − 𝜔)D‖
‖D‖ = (1 − 𝜔)

𝜌(B) < 1 ⇒ |𝜆 ⋯𝜆 | < 1 ⇒ |1 − 𝜔| < 1 ⇒ 0 < 𝜔 < 2.

+3.16 对于三种常用迭代法，有更为实用的结论：

• 引理：若 A是严格对角占优矩阵，0 ≤ 𝜔 ≤ 1且 𝜆 ≥ 1时，矩阵 (𝜆 + 𝜔 −
1)D− 𝜆𝜔E− 𝜔F也是严格对角占优矩阵。

• 推论 2：若 A是严格对角占优矩阵，则 ∀x( )，Jacobi法、G-S法、SOR法
（0 < 𝜔 ≤ 1）均收敛 (4)。
• 推论 3：若A为对称正定阵，则∀x( )，Jacobi法收敛的充要条件是：2D− A
也是对称正定阵。

• 推论 4：若A是对称正定阵，则 ∀x( )，SOR法收敛充要条件为 0 < 𝜔 < 2。

â3.17 对不同情况下的审敛法做总结：

1. 对角占优矩阵 A：Jacobi法收敛，G-S法收敛，0 < 𝜔 ≤ 1时 SOR法收敛。
2. 对称正定阵 A：

• Jacobi法收敛 ⇔ 2D− A收敛；
• SOR法收敛 ⇔ 0 < 𝜔 < 2。

3. 一般矩阵 A：
• ‖B‖ < 1时，B的对应方法收敛；
• B → O和 𝜌(𝐵) < 1中之一成立，则 B的对应方法收敛。
• SOR法收敛的必要条件是 0 < 𝜔 < 2。

â3.18 针对考试而言，一般的系数矩阵仍需通过求 𝜌(B)或 ‖B‖来判断收敛性。
03.19 判断系数矩阵为 A = 时各迭代法的收敛性。（答案：Jacobi法
发散，Gauss-Seidel迭代法及 0 < 𝜔 < 2的 SOR法收敛。）

(4)推导：反设B有一特征值 | | ，代入上面的推论中，推出 | I B| ，故所有的 | | ，进而 (B) 。
参见李乃成、梅立泉《数值分析》第 88页推论 3.3.2的证明。
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第四章 插值法

§4.1 插值法思想概要
â4.1 插值的动机：

1. 离散型：给定𝑚+1个数据点 (𝑥 , 𝑦 )、(𝑥 , 𝑦 )、……(𝑥 , 𝑦 )，找到一个
函数 𝑃(𝑥)通过所有的点。

2. 连续型：给定一未知函数 𝑓(𝑥)及其𝑚+ 1个数据点，要求另一已知函数
𝑃(𝑥)在这些数据点上与 𝑓(𝑥)一致，并使其在定义与上与 𝑓(𝑥)的偏差尽
量小。（称 𝑓(𝑥)为被插函数。）

+4.2 设以上的 𝑃(𝑥)满足
𝑃(𝑥 ) = 𝑦 (𝑖 = 0, 1,⋯ ,𝑚), (4.1)

则称𝑃(𝑥)为这𝑚+1个数据点上的插值函数，称数据点为插值点，并称式 (4.1)
为插值条件。
â4.3 多项式插值：要求插值函数 𝑃(𝑥)为一个多项式

𝑃(𝑥) = 𝑎 𝑥 = 𝑎 + 𝑎 𝑥 +⋯+ 𝑎 𝑥 , (4.2)

则称此时的 𝑃(𝑥)为一个插值多项式，对应的插值条件
𝑃(𝑥 ) = 𝑦 ⇒ 𝑎 + 𝑎 𝑥 +⋯+ 𝑎 𝑥 = 𝑦 (𝑖 = 0, 1,⋯ ,𝑚) (4.3)

可视为一个线性方程组：

⎛
⎜⎜

⎝

1 𝑥 ⋯ 𝑥
1 𝑥 ⋯ 𝑥
⋮ ⋮ ⋮
1 𝑥 ⋯ 𝑥

⎞
⎟⎟

⎠

⎛
⎜⎜

⎝

𝑎
𝑎
⋮
𝑎

⎞
⎟⎟

⎠

=
⎛
⎜⎜

⎝

𝑦
𝑦
⋮
𝑦

⎞
⎟⎟

⎠

, (4.4)

â4.4 关于方程组 (4.4)的解分析：
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§4.2 Lagrange插值法与 Newton插值法 19

• 𝑚 > 𝑛，方程一般无解；
• 𝑚 < 𝑛，方程有无穷多解；
• 𝑚 = 𝑛时，系数矩阵对应的行列式是 Van der monde行列式：

|𝑉| = (𝑥 − 𝑥 ) (4.5)

当 𝑥 ≠ 𝑥 (𝑖 ≠ 𝑗)时，|𝑉| ≠ 0，方程组有唯一解。

+4.5 对于给定的 𝑛 + 1个插值点，对应的 𝑛次插值多项式 𝑃 (𝑥)唯一存在。
â4.6 误差多项式：若被插函数 𝑓(𝑥)满足 𝑓( )(𝑥)在 [𝑎, 𝑏]上连续，𝑓( ) 在
(𝑎, 𝑏)内存在，则误差（多项式）可估计为

𝑅 (𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑃 (𝑥) = 𝑓( )(𝜉)
(𝑛 + 1)! (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 ). (4.6)

记
𝜋 (𝑥) = (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 ), (4.7)

则有
𝑅 (𝑥) = 𝑓( )(𝜉)

(𝑛 + 1)! 𝜋 (𝑥). (4.8)

â4.7 实用误差估计式：设 𝑃 (𝑥)为在 (𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 )上的插值多项式，𝑃∗(𝑥)为
在 (𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 , 𝑥 )上的插值多项式，则

𝑓(𝑥) − 𝑃 (𝑥) ≈ 𝑃∗(𝑥) − 𝑃 (𝑥)
𝑥 − 𝑥 (𝑥 − 𝑥 ) (4.9)

𝑓(𝑥) − 𝑃∗(𝑥) ≈ 𝑃∗(𝑥) − 𝑃 (𝑥)
𝑥 − 𝑥 (𝑥 − 𝑥 ) (4.10)

â4.8 采用式 (4.4)求解插值多项式的问题：方程条件数随 𝑛的增加而急剧上
升，解不稳定、不精确；计算量太大。

§4.2 Lagrange插值法与 Newton插值法
â4.9 Lagrange插值法：对 𝑛 + 1个数据点，构造对应的 𝑛 + 1个 Lagrange插
值基函数 𝑙 (𝑥), 𝑙 (𝑥),⋯ , 𝑙 (𝑥)使

𝑃 (𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝑙 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝑙 (𝑥) + ⋯ + 𝑦 ⋅ 𝑙 (𝑥). (4.11)
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20 第四章 插值法

â4.10 插值基函数公式：由式 (4.11)易知，插值基函数应在数据点上满足

𝑙 (𝑥 ) = 𝛿 =
1 , 𝑖 = 𝑗
0 , 𝑖 ≠ 𝑗

(4.12)

又要求插值基函数为 𝑛次多项式（与最终插值多项式的次数一致），则可解出

𝑙 (𝑥) = (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 )
(𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 ) . (4.13)

此即 Lagrange插值基函数公式。其分母 𝜋 (𝑥)/(𝑥 − 𝑥 )可直接写出，故只需
计算插值基函数的系数

𝑐 = [(𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 )] . (4.14)

04.11 给定数据点 (−1, 7)、(1, 7)、(2, 4)、(5, 35)，用 Lagrange插值法求解各
插值基函数的系数。（答案：𝑐 = − ，𝑐 = ，𝑐 = − ，𝑐 = 。）
â4.12 常将 Lagrange基函数记为

𝑙 (𝑥) = 𝜋 (𝑥)
(𝑥 − 𝑥 )𝜋 (𝑥 ) . (4.15)

â4.13 Lagrange插值法的特点：

• 构造方便、格式统一；
• 系数的表示方法简单，但乘除运算量大；
• 插值基函数具有全局性质，「牵一发而动全身」，数据点变动后须全部重
新计算。

â4.14 Newton插值法：对 (𝑛 + 1)个数据点，采用「累进」的插值基函数

𝑛 (𝑥) = (𝑥 − 𝑥 ) = (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 ), (4.16)

构造得到的 Newton插值多项式为

𝑁 (𝑥) = 𝑐 +𝑐 (𝑥−𝑥 )+𝑐 (𝑥−𝑥 )(𝑥−𝑥 )+⋯+𝑐 (𝑥−𝑥 )⋯ (𝑥−𝑥 ) (4.17)

再求解系数 𝑐 。
â4.15 差商：导数的一种离散形式，递归定义：
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• 零阶差商：𝑓[𝑥 ] = 𝑓(𝑥 ) = 𝑦 (𝑖 = 0, 1,⋯ , 𝑛).

• 一阶差商：𝑓[𝑥 , 𝑥 ] = [ ] [ ] (𝑖 = 0, 1,⋯ , 𝑛 − 1).

• 二阶差商：𝑓[𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ] = [ , ] [ , ] (𝑖 = 0, 1,⋯ , 𝑛 − 2).

• ……

• 𝑛阶差商：𝑓[𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 ] = [ , ,⋯, , ] [ , ,⋯, , ] .

â4.16 易证式 (4.17)中系数满足 𝑐 = 𝑓[𝑥 ]，𝑐 = 𝑓[𝑥 , 𝑥 ]，𝑐 = 𝑓[𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ]
……从而 Newton插值多项式为

𝑁 (𝑥) = 𝑓[𝑥 ,⋯ , 𝑥 ] ⋅ 𝑛 (𝑥). (4.18)

â4.17 由插值多项式的唯一性，对同样的 𝑛 + 1个数据点构造的 Lagrange插值
多项式 𝑃 (𝑥)与 Newton插值多项式𝑁 (𝑥)，必有 𝑃 (𝑥) = 𝑁 (𝑥)，即两种方法
得到的结果相同。
+4.18 推论：比较 Newton插值多项式与 Lagrange插值多项式的最高次（𝑛次）
项系数，有

𝑓[𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 ] = 𝑓(𝑥 )
𝜋 (𝑥 ) . (4.19)

+4.19 差商的性质：

1. 差商仅与选取的具体点 (𝑥 , 𝑓(𝑥 ))有关，与它们的排列次序无关。

2. 𝑓[𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 ] = 𝑓( )(𝜉)/(𝑘!)，其中 𝜉 ∈ (min{𝑥 },max{𝑥 })。

3. 在以上结论中取 𝑥 = 𝑥 = … = 𝑥 ，得

𝑓[𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 ] = 𝑓( )(𝑥 )
𝑘! . (4.20)

4. d [ , ,…, , ]
d =

( )( )
( )! 。

04.20 设 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2𝑝𝑥 + 5𝑞𝑥 + 𝑐，其中 𝑝, 𝑞, 𝑐均为实数。若 𝑓[1, 2,𝑚] = 0，
试求 𝑓[0, 1,𝑚]。（答案：−2）
â4.21 差商表：依次计算差商的工具，如图 4.1所示。
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( ) ⋅ ( ) ⋅ ( )( ) ⋅ ( )( )( )

[ ] [ , ] [ , , ] [ , , , ]

图 4.1:差商表及其构造步骤
â4.22 Newton插值法余项公式及估计：

𝑅 (𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑁 (𝑥)
= 𝑓[𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 , 𝑥](𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 )
≈ 𝑓[𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 , 𝑥 ](𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )⋯ (𝑥 − 𝑥 )
= 𝑁 (𝑥) − 𝑁 (𝑥)

即：Newton插值公式 𝑁 (𝑥)的余项，可估计为高一阶的插值多项式 𝑁 (𝑥)
之最后一项。
â4.23 Hermite插值多项式：满足导数条件 𝑃 (𝑥 ) = 𝑦 的插值多项式。
â4.24 Newton插值法构造 Hermite插值多项式（重节点法）：在含导数条件的
数据点处增加「重节点」，仍按差商表迭代，但利用条件 (4.20)计算含重节点
的差商。

[ ] [ , ] [ , , ] [ , , , ]

图 4.2:重节点法示意

â4.25 Hermite插值多项式的误差估计：利用 Newton插值的余项估计即可。
04.26 对以下的数据点求解其 Hermite插值多项式，并估计误差。
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（答案：𝐻 (𝑥) = 𝑥 − 2𝑥 + 3𝑥 − 4，𝑅 (𝑥) =
( )( )
! (𝑥 + 1)(𝑥 − 1) 𝑥 。）

â4.27 Lagrange插值法构造 Hermite插值多项式：对 𝑛 + 1个含导数条件的数
据点，在导数条件下构造插值基函数 ℎ (𝑥)与 ℎ (𝑥)：

𝐻 (𝑥) = ℎ (𝑥)𝑓(𝑥 ) + ℎ (𝑥)𝑓 (𝑥 ) (4.21)

ℎ (𝑥 ) = 𝛿 , ℎ (𝑥 ) = 0 ℎ (𝑥 ) = 0 ℎ (𝑥 ) = 𝛿 . (4.22)

分析零点重数可推得

ℎ (𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑙 (𝑥), ℎ (𝑥) = (𝑥 − 𝑥 )𝑙 (𝑥) (4.23)

再求解系数 𝑎与 𝑏即可。
â4.28 不建议使用 Lagrange插值法求解 Hermite插值多项式：优势尽失。

§4.3 分段插值与三次样条插值
â4.29 Runge 现象：采用高次的插值多项式，全局误差可能比低次多项式更
大。（示例：对函数 𝑓(𝑥) = (−1 ≤ 𝑥 ≤ 1)以越来越多的节点等距插
值。）这表明，与其在全局应用高次插值多项式，不如采用分段低次插值多项
式。
â4.30 分段线性插值的误差估计：

𝑅 , (𝑥) =
𝑓 (𝜉)
2 (𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 ) ≤ 𝑀 𝑖

2 ⋅ 14(𝑥 − 𝑥 ) ≤ 1
8𝑀 Δ (4.24)

其中𝑀 为 𝑓 (𝑥)在插值区间上的最大值，Δ为各相邻插值节点的最大距离。
â4.31 分段线性插值的缺陷：在各个节点处导数不连续。
â4.32 分段二次插值：在 [𝑥 , 𝑥 ]上作 Newton二次插值多项式 𝑁 (𝑥)，则

𝑓(𝑥) ≈ 𝑁 (𝑥) = 𝑦 +𝑓[𝑥 , 𝑥 ](𝑥−𝑥 )+𝑓[𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ](𝑥−𝑥 )(𝑥−𝑥 ).
(4.25)
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24 第四章 插值法

图 4.3:分段线性插值图示
â4.33 分段二次插值的误差估计：

𝑅 (𝑥) = 𝑓 (𝜉)
3! (𝑥−𝑥 )(𝑥−𝑥 )(𝑥−𝑥 ) ≤ 𝑀

6 ⋅ 14Δ ⋅2Δ = 1
12𝑀 Δ (4.26)

其中𝑀 为 𝑓 (𝑥)在插值区间上的最大值，Δ为各相邻插值节点的最大距离。
â4.34 分段二次插值的缺陷：在一半的节点上导数仍不连续；要求有奇数个插
值节点。

图 4.4:分段二次插值图示

â4.35 分段三次 Hermite插值：在相邻插值节点处利用两个函数值、两个导数
值构造插值多项式。
â4.36 分段三次 Hermite插值的误差估计：

𝑅 , (𝑥) =
𝑓( )(𝜉)
4! (𝑥−𝑥 ) (𝑥−𝑥 ) ≤ 𝑀

24
1
4(𝑥 − 𝑥 ) ≤ 𝑀

384Δ . (4.27)

â4.37 分段三次Hermite插值的缺陷：二阶导数仍不连续；导数条件太苛刻，插
值时一般缺少相应导数。
â4.38 三次样条插值：给定 𝑛 + 1个数据点，要求分段插值曲线的二阶导数连
续。由此可知，插值函数及其导数也应连续。此时：

• 需求：在 𝑛个插值子区间上构造分段三次插值函数，共计 4𝑛个未知数；
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• 约束条件：𝑛 + 1个数据点，3(𝑛 − 1)个各阶导数连续条件，共计 4𝑛 − 2
个方程；

• 补充 2个边界条件：一阶导数边界条件 𝑓 (𝑎)、𝑓 (𝑏)，或二阶导数边界条
件 𝑓 (𝑎)、𝑓 (𝑏)，或周期性边界条件 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏)、𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏)。

由此即可求解出所有的分段三次插值函数，称这些函数为三次样条函数。
â4.39 三弯矩方程：设 𝑆(𝑥)在 𝑥 处二阶导数值为𝑀，根据插值函数为三次可
知 𝑆 (𝑥)为连续的分段线性函数，对 𝑆 (𝑥)积两次分并用 𝑛个数据点条件消去
未知参数得：

𝑆(𝑥) =(𝑥 − 𝑥)
6ℎ 𝑀 + (𝑥 − 𝑥 )

6ℎ 𝑀 + 𝑦 − ℎ
6 𝑀 𝑥 − 𝑥

ℎ

+ 𝑦 − ℎ
6 𝑀 𝑥 − 𝑥

ℎ , 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥
(4.28)

为求出𝑀，可对 𝑆(𝑥)在不同区间上的表达式求导，并应用 (𝑛−1)个一阶导数
连续条件获得 (𝑛 − 1)个方程：

𝜇 𝑀 + 2𝑀 + 𝜆𝑀 = 𝑑 , 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 − 1 (4.29)

其中

𝜇 = ℎ
ℎ + ℎ ., 𝜆 = ℎ

ℎ + ℎ = 1 − 𝜇 , 𝑑 = 6𝑓[𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ]

若将 𝑆(𝑥)视为一根梁的挠度，则以上的𝑀 可视为作用在 𝑥 处的弯矩，故称方
程 (4.29)为三弯矩方程。
â4.40 三种边界条件下的三弯矩方程：三弯矩方程不足以解出 𝑛 + 1个未知量，
补充两个边界条件后方程即可封闭。

• 一阶导数边条：对式 (4.28)求一次导，并代入边界导数 𝑓 (𝑎)与 𝑓 (𝑏)，可
最终获得两个补充方程：

2𝑀 +𝑀 = 𝑑 , 𝑀 + 2𝑀 = 𝑑 (4.30)

其中 𝑑 与 𝑑 与其他 𝑑 的定义一致。方程组变为 𝑛 + 1个式子的

⎧⎪
⎨⎪⎩

2𝑀 +𝑀 = 𝑑
𝜇 𝑀 + 2𝑀 + 𝜆 𝑀 = 𝑑 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1
𝑀 + 2𝑀 = 𝑑

(4.31)

此时的系数矩阵是严格三对角占优矩阵（𝜇 + 𝜆 = 1 < 2），可用追赶法
快速求解。
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26 第四章 插值法

• 二阶导数边条：𝑀 = 𝑓 (𝑎)和𝑀 = 𝑓 (𝑏)给定，方程组变为 𝑛 − 1个式
子的

⎧⎪
⎨⎪⎩

2𝑀 + 𝜆 𝑀 = 𝑑 − 𝜇 𝑀
𝜇 𝑀 + 2𝑀 + 𝜆 𝑀 = 𝑑 , 𝑖 = 2, 3, … , 𝑛 − 2
𝜇 𝑀 + 2𝑀 = 𝑑 − 𝜆 𝑀

(4.32)

此时系数矩阵也是严格三对角占优矩阵。

• 周期性边条：根据周期性 (1)，从边界点处「回环」得满足三弯矩方程的
序列 (𝑀 ,𝑀 ,𝑀 )与 (𝑀 ,𝑀 ,𝑀 )，由此补充两个方程，方程组变为 𝑛
个式子的：

⎧⎪
⎨⎪⎩

2𝑀 + 𝜆 𝑀 + 𝜇 𝑀 = 𝑑
𝜇 𝑀 + 2𝑀 + 𝜆 𝑀 = 𝑑 , 𝑖 = 2, 3, … , 𝑛 − 1
𝜆 𝑀 + 𝜇 𝑀 + 2𝑀 = 𝑑

(4.33)

此时的系数矩阵为严格对角占优矩阵（不是三对角），可用一般的 LU分
解求解 (2)。

â4.41 三次样条插值的特点：

√ 求解的三弯矩方程为严格对角占优矩阵，方程形式简洁且容易求解，解
存在唯一、稳定性好；

√ 为提高精度，只需增加插值节点，不需要提高次数；

√ 随节点增多，𝑆(𝑥)及其一二阶导数一致收敛于 𝑓(𝑥)及其对应导数；若节
点间等距，则 𝑆 (𝑥)随节点加密而一致收敛于 𝑓 (𝑥)。

× 三弯矩方程计算量仍很大；

× 需要额外的边界条件，有时难以获得；

× 对图形的控制不够灵活，绘图上使用并不方便 (3)。

(1)此时 ，同时少去一个未知数和一个方程，仍需补充两个方程。
(2)在 LU分解的过程中，会发现此形式的系数矩阵有与追赶法类似的简化算法，参见李乃成、梅立泉《数值
分析》习题 2.4。

(3)绘图上常用 Bézier曲线、B样条曲线等专用于拟合几何边界的插值/曲线构造方式。
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â5.1 逼近与插值的区别：插值要求通过数据点，逼近则不要求；逼近追求在
给定的函数形式下整个区间或所有值点上的总体误差最小。
â5.2 用多项式逼近：便于计算；便于用其做微积分。

§5.1 内积、范数与正交多项式

+5.3 函数在点集上的内积：设 𝑓(𝑥)，𝑔(𝑥)在 𝑋 = {𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 }上有定义，并
有相应的𝑚个权系数𝜔，则定义

(𝑓, 𝑔) = 𝜔 𝑓(𝑥 )𝑔(𝑥 )

为 𝑓与 𝑔在 𝑋上关于权系数 𝜔 的内积。
+5.4 函数在区间上的内积：设 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]，𝜔(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]为权系数，定义

(𝑓, 𝑔) = 𝜔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)d𝑥

为 𝑓与 𝑔在 [𝑎, 𝑏]上关于 𝜔(𝑥)的内积。
â5.5 对权系数的要求：𝜔 > 0或 𝜔(𝑥) ≥ 0。常取 𝜔 = 1及 𝜔(𝑥) ≡ 1。
+5.6 内积的性质 (1)：

1. 对称性：(𝑓, 𝑔) = (𝑔, 𝑓)。
2. 齐性：对任意的常数 𝛼，(𝛼𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝛼𝑔) = 𝛼 ⋅ (𝑓, 𝑔)。
3. 可加性：(𝑓 + ℎ, 𝑔) = (𝑓, 𝑔) + (ℎ, 𝑔)。
4. 正定性：(𝑓, 𝑓) ≥ 0，且仅当 𝑓 ≡ 0时 (𝑓, 𝑓) = 0。

(1)该四条性质对一切「内积空间」都是成立的。
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+5.7 函数在点集或区间上的范数：对点集 𝑋上所有函数 𝑓，或对区间上所有
连续函数 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]定义运算 ‖𝑓‖，满足：

1.（正定性）‖𝑓‖ ≥ 0，且仅当 𝑓 ≡ 0时 ‖𝑓‖ = 0。
2.（线性）对任意的常数 𝛼，‖𝛼𝑓‖ = |𝛼| ⋅ ‖𝑓‖。
3.（三角不等式）‖𝑓 + 𝑔‖ ≤ ‖𝑓‖ + ‖𝑔‖。

â5.8 常用范数：
• 由函数内积导出的 2-范数：‖𝑓(𝑥)‖ = (𝑓, 𝑓)。
• 1-范数：‖𝑓‖ = ∑ |𝑓(𝑥 )|或 ‖𝑓‖ = ∫ |𝑓(𝑥)|d𝑥。
• ∞-范数：‖𝑓‖ = max |𝑓(𝑥 )|或 ‖𝑓‖ = max |𝑓(𝑥)|。

â5.9 函数的正交：
• 在权函数𝜔（或𝜔(𝑥)）下，若 (𝑓, 𝑔) = 0，则称两函数关于权函数𝜔（或
𝜔(𝑥)）正交，称 𝑓与 𝑔为正交函数。

• 设有函数族 {𝑔 }，若其中各函数 𝑔 (𝑥), 𝑔 (𝑥),⋯ , 𝑔 (𝑥),⋯满足 (𝑔 , 𝑔 ) =
0 (𝑖 ≠ 𝑗)，则称 {𝑔 }为关于 𝜔正交的函数族。

• 若正交函数族 {𝑔 }进一步满足 ‖𝑔 (𝑥)‖ = 1 (∀𝑖)，则称其为一个标准正
交函数族。

• 若正交函数族 {𝑔 }中的 𝑔 (𝑥)为 𝑘次多项式，则称 𝑔 (𝑥),⋯ , 𝑔 (𝑥),⋯为
正交多项式。

+5.10正交多项式基本性质：各正交多项式之间线性无关 (2)。（由此，可用一
族正交多项式线性表示各阶多项式。）
+5.11 推论 1：对 𝑘 < 𝑛，𝑘次多项式 𝑃 (𝑥)与 𝑛次正交多项式 𝑔 (𝑥)正交 (3)。
+5.12 推论 2：在区间 [𝑎, 𝑏]（连续）或 [min 𝑥 ,max 𝑥 ]（离散）上，𝑛次正交多
项式 𝑔 (𝑥)恰有 𝑛个不同实零点 (4)。
+5.13 推论 3：设 𝑔 (𝑥), 𝑔 (𝑥),⋯ , 𝑔 (𝑥),⋯均为首一(5)正交多项式，则

𝑔 (𝑥) = 1, 𝑔 (𝑥) = 𝑥 − 𝑏 , 𝑔 (𝑥) = (𝑥 − 𝑏 )𝑔 (𝑥) − 𝑐 𝑔 (𝑥) (5.1)

𝑏 = 𝛽
𝛾 , 𝑐 = 𝛾

𝛾 , 𝛽 = (𝑥𝑔 , 𝑔 ), 𝛾 = (𝑔 , 𝑔 ).

(2)证明：利用正交性与正定性。
(3)证明： ( )可用 ( ),⋯ , ( )线性表出，进而由 ( )的正交性推得其与 ( )正交。
(4)证明思路：有实根⇒无偶重根⇒均为实根⇒无多于 重的奇实根。
(5)即最高次项系数为 。
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称以上公式为正交多项式的三项递推关系 (6)。
â5.14 Legendre多项式：在区间 [−1, 1]上，定义为

𝑃 (𝑥) = 1
2 ⋅ 𝑘!

d
d𝑥 (𝑥 − 1) . (𝑘 = 0, 1, 2, …) (5.2)

其关于权函数 𝜔(𝑥) ≡ 1正交。最高次项系数为 𝛼 = ( )!
⋅( !)。

â5.15 其他常见正交多项式：

• Laguerre多项式：𝐿 (𝑥) = e d( e )
d ，正交区间为 [0, +∞)，权函数为

𝜔(𝑥) = e 。
• Hermite多项式：𝐻 (𝑥) = (−1) e d e

d ，正交区间为 (−∞,+∞)，权
函数为 𝜔(𝑥) = e 。

• Cheybyshev多项式：𝑇 (𝑥) = cos(𝑘 arccos 𝑥)，正交区间为 [−1, 1]，权函
数为 𝜔(𝑥) = √ 。

§5.2 最优平方逼近
â5.16 最优平方逼近：对函数 𝑓(𝑥)，构造逼近多项式 𝑝(𝑥)，使按 2-范数度量得
到的误差之平方 𝑆 = ‖𝑝 − 𝑓‖ 最小 (7)。
â5.17 为系统地实现这一构造过程，常用一多项式函数族 {𝜑 (𝑥)}表出 𝑝(𝑥)：

𝑝(𝑥) = 𝑐 𝜑 (𝑥) + ⋯ + 𝑐 𝜑 (𝑥), (5.3)

从而问题需落实为：

1. 多项式族 {𝜑 (𝑥)}的选取或导出；
2. 系数 𝑐 的求解。

+5.18 若 𝑓为列表函数，则称逼近其的 𝑝(𝑥)为最小二乘拟合多项式，误差表达
式为

‖𝑝 − 𝑓‖ = 𝜔 𝑝(𝑥 ) − 𝑦 .

(6)证明略去，参见李乃成、梅立泉《数值分析》第 146页性质 5.1.3的证明。会用即可。
(7)取平方是因为 2-范数中的根号不易处理。更常见的说法是「均方误差（MSE）最小」，此概念在统计学、机
器学习等领域更为常见。
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+5.19 若 𝑓为连续函数，则称逼近其的 𝑝(𝑥)为最优平方逼近多项式，误差为

‖𝑝 − 𝑓‖ = (𝑝 − 𝑓) d𝑥.

â5.20 正规方程组：按定义将 𝑆 = ‖𝑝 − 𝑓‖ 拆开：

𝑆 = (𝑝 − 𝑓, 𝑝 − 𝑓) = (𝑝, 𝑝) − 2(𝑝, 𝑓) + (𝑓, 𝑓)

𝑆 = 𝑐 𝑐 (𝜑 , 𝜑 ) − 2 𝑐 (𝜑 , 𝑓) + (𝑓, 𝑓). (5.4)

视 𝑆为系数 𝑐 ,⋯ , 𝑐 的函数，欲使 𝑆达到极小值，令

𝜕𝑆
𝜕𝑐 = 2 𝑐 (𝜑 , 𝜑 ) − 2(𝜑 , 𝑓) = 0

从而得用于求解系数 𝑐 的正规方程组

𝑐 (𝜑 , 𝜑 ) = (𝜑 , 𝑓) (5.5)

或

⎛
⎜⎜

⎝

(𝜑 , 𝜑 ) (𝜑 , 𝜑 ) ⋯ (𝜑 , 𝜑 )
(𝜑 , 𝜑 ) (𝜑 , 𝜑 ) ⋯ (𝜑 , 𝜑 )

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
(𝜑 , 𝜑 ) (𝜑 , 𝜑 ) ⋯ (𝜑 , 𝜑 )

⎞
⎟⎟

⎠

⎛
⎜⎜

⎝

𝑐
𝑐
⋮
𝑐

⎞
⎟⎟

⎠

=
⎛
⎜⎜

⎝

(𝜑 , 𝑓)
(𝜑 , 𝑓)

⋮
(𝜑 , 𝑓)

⎞
⎟⎟

⎠

. (5.6)

â5.21 正规方程组中，系数矩阵为对称正定阵，有唯一解。故最优平方逼近的
结果存在且唯一。
â5.22 正规方程组可改写为

(𝜑 , 𝑝 − 𝑓) = 0 (𝑘 = 0, 1, … , 𝑛). (5.7)

意义：误差向量 (𝑝 − 𝑓)在由有限个向量 𝜑 张成的空间下无投影，控制「低维
误差」。
â5.23 正规方程组解法 1：选取一组线性无关、内积易求的简单函数作 {𝜑 }（常
用 1, 𝑥, 𝑥 ,⋯），计算内积，代入正规方程组直接求解（在问题简单时最为便捷）。
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â5.24 正规方程组解法 2：选取 {𝜑 }为一组正交多项式，则正规方程组简化为

(𝜑 , 𝜑 )𝑐 = (𝜑 , 𝑓),

从而易得 𝑐 = ( , )
( , )，进而得逼近多项式为

𝑃(𝑥) = (𝜑 , 𝑓)
(𝜑 , 𝜑 )𝜑 (𝑥). (5.8)

â5.25 函数族 𝜑 (𝑥)的选取原则：

1. 直观性原则：观察 (𝑥 , 𝑦 )的分布，选取函数族。
2. 比较性原则：对不同的函数族，可分别拟合，再比较它们的误差向量孰
大孰小。

3. 根据实际问题背景选择函数族（如对周期性变化的函数，可用三角函数
族）。

â5.26离散的正规方程组（最小二乘法）：记

𝐺 =
⎛
⎜⎜

⎝

𝜑 (𝑥 ) 𝜑 (𝑥 ) ⋯ 𝜑 (𝑥 )
𝜑 (𝑥 ) 𝜑 (𝑥 ) ⋯ 𝜑 (𝑥 )

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜑 (𝑥 ) 𝜑 (𝑥 ) ⋯ 𝜑 (𝑥 )

⎞
⎟⎟

⎠

, 𝑊 = diag(𝜔 ,𝜔 ,⋯ ,𝜔 ),

𝑦 = (𝑦 𝑦 ⋯ 𝑦 ) , 𝑐 = (𝑐 𝑐 ⋯ 𝑐 ) ,

则原正规方程组可化为
(𝐺 𝑊𝐺)𝑐 = (𝐺 𝑊)𝑦. (5.9)

特别地，若取 𝜔 = 1，则方程进一步简化为

𝐺 𝐺𝑐 = 𝐺 𝑦, (5.10)

此即最小二乘方程，具体形式为

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

∑ 1 ∑ 𝑥 ⋯ ∑ 𝑥

∑ 𝑥 ∑ 𝑥 ⋯ ∑ 𝑥

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

∑ 𝑥 ∑ 𝑥 ⋯ ∑ 𝑥

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎛
⎜⎜

⎝

𝑐
𝑐
⋮
𝑐

⎞
⎟⎟

⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

∑ 𝑦

∑ 𝑥 𝑦

⋮

∑ 𝑥 𝑦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

(5.11)
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â5.27 当𝑚 = 𝑛 + 1时，最小二乘拟合多项式即插值多项式。
05.28 对于若干数据点 (𝑥 , 𝑦 )，欲采用 𝑦 = 𝑏e 进行拟合，其中 𝑎, 𝑏为待定常
数；可对该表达式取对数得

ln𝑦 = ln 𝑏 + 𝑎𝑥

再考虑误差函数

𝑆(𝑎, 𝑏) = (ln 𝑏 + 𝑎𝑥 − ln𝑦 )

令其对 𝑎、𝑏的偏导数为 0，即可解出参数值。
â5.29 最小二乘拟合/最优平方逼近的一般方法：

1. 可自选一组线性无关的基函数，求解正规方程组 (5.6)或 (5.9)。一般选取
𝜑 (𝑥) = 𝑥 。（难点在列、解方程）

2. 可利用三项递推关系 (5.1)求解一族首一正交多项式𝑔 (𝑥),⋯ , 𝑔 (𝑥)，利
用式 (5.8)计算逼近的多项式。（难点在递推、计算内积。）

3. 可先通过变量代换 𝑥 = + 𝑡将区间 [𝑎, 𝑏]替换为 [−1, 1]，对变换
后的函数 𝑓(𝑡)用正交的 Legendre多项式求出 𝑃(𝑡)，最后用 𝑡 = 还
原到 𝑃(𝑥)。（难点在记 Legendre多项式、展开和计算内积。）

05.30 求 𝑦 = √𝑥在 [0, 1]上最优平方逼近一次多项式。（答案：𝑝(𝑥) = 𝑥+ 。）
1. 用 𝜑 (𝑥) = 1，𝜑 (𝑥) = 𝑥，可列出正规方程组

1 1/2
1/2 1/3

𝑐
𝑐

= 2/3
2/5

容易求得 𝑐 = ，𝑐 = ，从而 𝑝(𝑥) = 𝑥 + 。
2. 用三项递推式，有 𝑔 (𝑥) = 1，

𝑔 (𝑥) = 𝑥 − (𝑥, 1)
(1, 1) = 𝑥 − 1

2, (5.12)

故可进一步计算

(𝑔 , 𝑔 ) = (𝑥 − 1
2, 𝑥 −

1
2) = (𝑥 − 1

2) d𝑥 = 1
12

(𝑓, 𝑔 ) = (√𝑥, 1) =
2
3

(𝑓, 𝑔 ) = (√𝑥, 𝑥) − (√𝑥,
1
2) =

2
5 −

1
2 ⋅

2
3 = 1

15,
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从而有
𝑝(𝑥) = 2

3 +
1/15
1/12 ⋅ 𝑥 − 1

2 = 4
5𝑥 +

4
15.

3. 用 Legendre多项式求解，为此先作变量代换 𝑥 = + 𝑡，被插函数变为
𝑓(𝑡) = ，进而可用前两个 Legendre多项式

𝑃 (𝑡) = 1, 𝑃 (𝑡) = 𝑡

逼近 𝑓(𝑡)。可以计算各个内积为

(𝑃 , 𝑃 ) = d𝑡 = 2

(𝑃 , 𝑃 ) = 𝑡 d𝑡 = 2
3

(𝑓, 𝑃 ) = 1 + 𝑡
2 = √2

2 √1 + 𝑡d(1 + 𝑡) = √2
2 ⋅ 23 ⋅ (2√2) =

4
3

(𝑓, 𝑃 ) = 1 + 𝑡
2 = √2

2 (√1 + 𝑡) d(1 + 𝑡) − (𝑓, 𝑃 )

= √2
2 ⋅ 25 ⋅ (4√2) −

4
3 = 4

15
从而

𝑝(𝑡) = 4/3
2 + 4/15

2/3 𝑡 = 2
3 +

2
5𝑡

回代 𝑡 = 2𝑥 − 1即得 𝑝(𝑥) = 𝑥 + 。

( ) √
( )

图 5.1: 𝑦 = √𝑥的最优逼近一次多项式示意图
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â6.1 常规（解析）积分的局限性：往往难以求得原函数，无法应用 Newton-
Leibniz公式；有时仅知函数在个别离散点的取值（列表函数）。
â6.2 数值积分/数值微分的共同思路：用个别点处函数值𝑓(𝑥 )的线性组合，来
估计整个区间上的积分值或个别点附近的微分值。

𝑓(𝑥)d𝑥 = 𝐴 𝑓(𝑥 ) (6.1)

𝑓 (𝑥) = 𝐵 𝑓(𝑥 ) (6.2)

â6.3 主要问题：节点 𝑥 的选取；求积系数 𝐴 的计算；误差估计与评价。
â6.4 记号：对于 𝑓(𝑥)，记其准确积分值为 𝐼[𝑓] = ∫ 𝑓(𝑥)d𝑥，而记其数值估
计公式为

𝑄[𝑓] = 𝐴 𝑓(𝑥 ) ≈ 𝐼[𝑓].

并将数值积分公式的误差记为 𝑅[𝑓] = 𝐼[𝑓] − 𝑄[𝑓].

§6.1 插值型积分及其延伸

â6.5 两种近似积分思路：

1. 按 Riemann积分定义，作区间的划分，按若干小矩形估算：

𝑓(𝑥)d𝑥 ≈ 𝑓(𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )
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2. 取若干数据点插值，用插值多项式 𝑝(𝑥)的积分估计函数的积分：

𝑓(𝑥)d𝑥 ≈ 𝑝(𝑥)d𝑥 = 𝑙 (𝑥)𝑓(𝑥 ) d𝑥

= 𝑙 (𝑥)d𝑥 ⋅ 𝑓(𝑥 ).

共同特点是：用若干点上函数值 𝑓(𝑥 )之线性组合估计整个区间上的积分值。
问题：无法估计误差。应当从此种思路出发，直接构造估计公式，进而就可估
计误差。
â6.6 Newton-Cotes型求积公式：在区间上等距取定若干插值点，构造插值多
项式并以其积分代替 𝑓(𝑥)的积分。
â6.7 记号：设节点数为 𝑛 + 1个：𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 （一般常取 𝑛 = 1, 2, 4），记此
时各点的距离为 ℎ = 。
â6.8 梯形公式：当 𝑛 = 1时，取定区间的左右两端点为 𝑥 与 𝑥 ，可得到

𝑄 [𝑓] = 𝑏 − 𝑎
2 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] . (6.3)

此即梯形求积公式，常将 𝑄 [𝑓]记为 𝑇 。由第一积分中值定理 (1)可估计误差
为

𝑅 [𝑓] = (𝑏 − 𝑎)
12 𝑓 (𝜂), 𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏) (6.4)

â6.9 Simpson公式：当 𝑛 = 2时，ℎ = ，将取得以下等距节点：

𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑎 + 𝑏
2 , 𝑥 = 𝑏.

作插值多项式并积分，可得求积公式为

𝑄 [𝑓] = ℎ
3 𝑓(𝑎) + 4𝑓 𝑎 + 𝑏

2 + 𝑓(𝑏). (6.5)

此即 Simpson公式，常将 𝑄 [𝑓]简记为 𝑆 。利用之后的方法 (2)可估计误差为

𝑅 [𝑓] = −(𝑏 − 𝑎)
2880 𝑓( )(𝜂). (6.6)

(1)设 , ∈ [ , ]且 在 [ , ]不变号，则存在 ∈ [ , ]使 ∫ ( ) ( )d ( ) ∫ ( )d 。
(2)即广义 Peano定理与「24K金法」。
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â6.10 Cotes求积公式：当 𝑛 = 4时，ℎ = ，插值并积分可得

𝑄 [𝑓] = 𝑏 − 𝑎
90 [7𝑓(𝑎)+32𝑓(𝑎+ℎ)+12𝑓(𝑎+2ℎ)+32𝑓(𝑎+3ℎ)+7𝑓(𝑏).] (6.7)

此即 Cotes求积公式，常将 𝑄 [𝑓]简记为 𝐶 。利用之后的方法可估计误差为

𝑅 [𝑓] = − (𝑏 − 𝑎)
1935360𝑓

( )(𝜂). (6.8)

â6.11 代数精度：设有数值积分公式，且对于不超过𝑚次的多项式𝑓均有𝑅[𝑓] =
0成立，而对某𝑚+ 1次多项式 𝑓即有 𝑅[𝑓] ≠ 0，则称该数值积分公式的代数
精度为𝑚。
â6.12 对梯形公式，其代数精度为 1；对 Simpson公式，其代数精度为 2；对
Cotes公式，其代数精度为 4。
â6.13 不宜采用次数过高的多项式插值：Runge现象 (3)。
â6.14 复化求积公式：对每个小区间 [𝑥 , 𝑥 ]分别运用积分公式，再将结果求
和。
â6.15 公式表述：对由 𝑛 + 1个数据点所划分的 𝑛个小区间，对以上三种插值
型积分公式的结果如下。

• 取 𝑛 = 1，得复化梯形公式：

𝑇 = ℎ
2 𝑓(𝑎) + 2 𝑓(𝑥 ) + 𝑓(𝑏) , (6.9)

其误差估计为 𝑅 = − ℎ 𝑓 (𝜂)。

• 取 𝑛 = 2，得复化 Simpson公式：

𝑆 = ℎ
2 𝑓(𝑎) + 2 𝑓(𝑥 ) + 𝑓(𝑏) , (6.10)

其误差估计为 𝑅 = − ℎ 𝑓( )(𝜂)。

(3)且根据后面的内容可知，次数过高的 Newton-Cotes公式稳定性差，结果易发散
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• 取 𝑛 = 4，得复化 Cotes公式：

𝐶 = ℎ
90 7𝑓(𝑎) + 32 𝑓 𝑥 + ℎ

4 + 𝑓 𝑥 + 3ℎ
4 +

12 𝑓 𝑥 + ℎ
2 + 14 𝑓(𝑥 ) + 7𝑓(𝑏) .

(6.11)

其误差估计为 𝑅 = − ℎ 𝑓( )(𝜂)。

â6.16 变步长积分法：为进一步减小误差，考虑在用复化求积公式时不断缩小
步长。为此，先凑出一个近似的误差估计式（减小步长的依据）。设用复化梯
形公式 𝑇 求积分，当取得 𝑛 + 1个点时的误差估计式为

𝑅 [𝑓] = 𝐼[𝑓] − 𝑇 = −𝑏 − 𝑎
12 ℎ 𝑓 (𝜂 ) (6.12)

将子区间数量翻倍，则取得 2𝑛 + 1个点时的误差估计式为

𝑅 [𝑓] = 𝐼[𝑓] − 𝑇 = −𝑏 − 𝑎
12

ℎ
2 𝑓 (𝜂 ) (6.13)

若估计 𝑓 (𝜂 ) ≈ 𝑓 (𝜂 )，则联立两式即可得到

𝑅 [𝑓] = 𝐼[𝑓] − 𝑇 ≈ 1
3(𝑇 − 𝑇 ) (6.14)

即积分误差可以用变步长结果间的差距 𝑇 − 𝑇 所估计。因此，若希望实现
𝑅[𝑓] < 𝜀，可按如下步骤实施变步长复化积分：

1. 𝑛 = 1，ℎ = 𝑏 − 𝑎，计算 𝑇 ；
2. 缩小步长 ℎ至原来的一半，计算 𝑇 ；
3. 验证误差估计条件 |𝑇 − 𝑇 | < 𝜀是否满足，若满足则停止，若不满足则
重复上一步。

â6.17 𝑇 的迭代算法：

𝑇 = 1
2𝑇 + ℎ

2 𝑓 𝑥 + 𝑥
2 (6.15)

â6.18 变步长积分公式中，同样可采用复化 Simpson公式或复化 Cotes公式：

𝐼 − 𝑆 ≈ 1
4 − 1(𝑆 − 𝑆 ), (6.16)

𝐼 − 𝐶 ≈ 1
4 − 1(𝐶 − 𝐶 ). (6.17)
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â6.19 启发：由误差估计式 (6.14)可以猜想，以下的估计式同样成立：

𝐼 ≈ 𝑇 + 1
4 − 1(𝑇 − 𝑇 )

而将 𝑇 与 𝑇 的表达式代入之后「竟然」发现

𝑇 + 1
4 − 1(𝑇 − 𝑇 ) = 𝑆 (6.18)

由此说明，可用低精度公式组合出高精度公式 (4)。对复化 Simpson公式实行
类似操作可推得

𝑆 + 1
4 − 1(𝑆 − 𝑆 ) = 4 𝑆 − 𝑆

4 − 1 = 𝐶 (6.19)

â6.20 Romberg积分：进一步考虑对 Cotes公式的结果，将得到一个新的积分
公式：

𝐶 + 1
4 − 1(𝐶 − 𝐶 ) = 4 𝐶 − 𝐶

4 − 1 = 𝑅 (6.20)

称由上式表述的 𝑅 为 Romberg积分，其代数精度𝑚 = 7，误差估计式为

𝑅[𝑓] = 𝐾 ⋅ ℎ 𝑓( )(𝜂). (6.21)

â6.21 一般不在 Romberg积分的基础上进一步递推，因被积函数的高阶导数性
态不易估计，仍可能出现 Runge现象；且 𝑅 − 𝑅 一项很小，舍入误差较大；
计算量也过大。
â6.22 Romberg积分可由最基本的复化梯形公式逐阶递推而来，常用 Romberg
计算图辅助计算。

↘
→
↘ ↘
→ →
↘ ↘ ↘
→ → →
↘ ↘ ↘
→ → →

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

图 6.1: Romberg计算图

(4)本质上是由插值点的增加所致。
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§6.2 待定系数法与 Gauss型积分

+6.23 积分公式 𝑄[𝑓]之代数精度为𝑚的充要条件是

𝑅[𝑥 ] = 0, (𝑘 = 0, 1, 2,⋯ ,𝑚), 𝑅[𝑥 ] ≠ 0.

可利用此结果，在积分公式中分别代入 𝑓(𝑥) = 𝑥 ，验算积分公式的代数精度。

â6.24 待定系数法：根据数值积分公式的一般形式 𝑄[𝑓] = ∑ 𝐴 𝑓(𝑥 )，在给定
条件下（如达到指定的代数精度、给定已知节点），代入若干不同的 𝑓(𝑥)，求
解出公式中未知的节点 𝑥 与系数 𝐴 。
06.25 待定系数法导出梯形公式：设 𝑄[𝑓] = 𝐴 𝑓(𝑎) + 𝐴 𝑓(𝑏)，希望其代数精
度为𝑚 = 1，则有

• 令 𝑓(𝑥) = 1，由 𝐼[𝑓] = 𝑄[𝑓]有 𝐴 − 𝐴 = 𝑏 − 𝑎；

• 令 𝑓(𝑥) = 𝑥，由 𝐼[𝑓] = 𝑄[𝑓]有 𝐴 ⋅ 𝑎 + 𝐴 ⋅ 𝑏 = (𝑏 − 𝑎 )。

解得 𝐴 = 𝐴 = 。故积分公式为

𝑄[𝑓] = 𝑏 − 𝑎
2 [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)],

此即梯形公式。
â6.26 广义 Peano定理：设 𝑄[𝑓]的截断误差 𝑅[𝑓]是区间上𝑚 + 1阶导数连续
的函数之线性泛函(5)，且其代数精度为𝑚，则有 𝑅[𝑓(𝑥)] = 𝑅[𝑒(𝑥)]，其中

𝑒(𝑥) = 𝑓( )(𝜉)
(𝑚 + 1)! (𝑥 − �̃� )(𝑥 − �̃� )⋯ (𝑥 − �̃� ) (6.22)

�̃� , �̃� , ⋯ , �̃� 为 [𝑎, 𝑏]上任意一点，𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏]与这𝑚 + 1个点的选取有关。
â6.27 通过合适的取点，可由广义 Peano定理求得各积分公式的误差估计。一
般要求：

• 𝑒(𝑥)表达式中的 (𝑥 − �̃� )(𝑥 − �̃� )⋯ (𝑥 − �̃� )项在 [𝑎, 𝑏]不变号；
• 选取 �̃� , �̃� , ⋯ , �̃� 最好使 𝑄[𝑒]为 0，从而 𝑅[𝑓] = 𝐼[𝑒]可直接算出 (6)。

(5)线性泛函满足： [ ] [ ] [ ]。
(6)若 [ ]的形式对称，则可以通过取若干对称的点实现这一点，参见下面的例子（6.28）。
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06.28 用广义 Peano定理估计 Simpson公式

𝑓(𝑥)d𝑥 ≈ 𝑄[𝑓] = 1
3[𝑓(−1) + 4𝑓(0) + 𝑓(1)]

的误差，可考虑取−1, 0, 0, 1四点（其中 0为重节点），代入 (6.22)式即得

𝑒(𝑥) = 𝑓( )(𝜉)
4! (𝑥 + 1)𝑥 (𝑥 − 1)

可以算得 𝑄[𝑒] = 0，故直接有

𝑅[𝑓] = 𝐼[𝑒] = 𝑓( )(𝜉)
4! (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)𝑥 d𝑥

= 1
90𝑓

( )(𝜂) (𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏])

其中，在 (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)𝑥 不变号的前提下应用了第一积分中值定理。
â6.29 简化解法：设数值积分公式𝑄[𝑓]的代数精度为𝑚，据广义 Peano定理知
其误差项一定为 𝐾𝑓( )(𝜂)的形式；代入 𝑓(𝑥) = 𝑥 即有

𝐾 ⋅ 𝑚! = 𝑅[𝑓] = 𝐼[𝑓] − 𝑄[𝑓]

将 𝐼[𝑓]与 𝑄[𝑓]算出，即可求得系数 𝐾。（当𝑚 = 4时，方程左侧为 24𝐾，故戏
称此法为「24K金法」。）
06.30 用「24K金法」估计 Simpson公式的误差。（答案与例 6.28相同。）
06.31 用「24K金法」估计积分公式

𝑓(𝑥)d𝑥 ≈ 𝑄[𝑓] = 4
3𝑓 −12 − 2

3𝑓(0) +
4
3𝑓

1
2

的误差。（答案：𝑅[𝑓] = 𝑓( )(𝜂)。）

â6.32 在一般的积分公式 𝑄[𝑓] = ∑ 𝐴 𝑓(𝑥 )中，全部的待定参数共 2𝑛 + 2个，
可将它们全部通过待定系数法解出（而不必预先给定）；因此，对由 𝑛 + 1个
节点确定的积分公式，可以期望其最高具有𝑚 = 2𝑛 + 1的代数精度，进而列出
𝑚 + 1 = 2𝑛 + 2个方程将待定参数解出。
â6.33 对代数精度为 2𝑛+1的积分公式𝑄[𝑓] = ∑ 𝐴 𝑓(𝑥 )，可代入以下的 2𝑛+2
次多项式

𝑝(𝑥) = (𝑥 − 𝑥 ) (𝑥 − 𝑥 ) ⋯ (𝑥 − 𝑥 )
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则有 𝑄[𝑝(𝑥)] = ∑ 𝐴 𝑝(𝑥 ) = 0，而 𝐼[𝑝(𝑥)]必然为正数，故可见 𝑄[𝑓]的代数
精度不可能达到 2𝑛 + 2，任何情况下的最高代数精度只能是 2𝑛 + 1。
06.34 求解使积分公式

𝑓(𝑥)d𝑥 = 𝑄[𝑓] = 𝐴 𝑓(𝑥 ) + 𝐴 𝑓(𝑥 )

代数精度尽可能高的 𝐴 , 𝐴 , 𝑥 , 𝑥 ，并估计误差。（答案：𝑄[𝑓] = 𝑓(−1/√3) +
𝑓(1/√3)，𝑚 = 3，𝑅[𝑓] = 𝑓( )(𝜂).）
â6.35 Gauss求积公式：具有 𝑛+1个节点，代数精度达到 2𝑛+1的数值积分公
式。相应的节点称为 Gauss点。

+6.36 求积公式 𝑄[𝑓] = ∑ 𝐴 𝑓(𝑥 )是 Gauss求积公式的充要条件为：

• 𝑥 为 [𝑎, 𝑏]上关于权系数 𝜔(𝑥)正交的多项式 𝑔 (𝑥)之零点；
• 求积系数 𝐴 按下式确定：

𝐴 = 𝜔(𝑥)𝑙 (𝑥)d𝑥 (6.23)

+6.37 引理：设 {𝑔 (𝑥)}为 [𝑎, 𝑏]上关于 𝜔(𝑥)正交的首一正交多项式，则有

𝑔 (𝑥)
𝑥 − 𝑥 = 𝛾

𝑔 (𝑥 )
𝑔 (𝑥)𝑔 (𝑥 )

𝛾 (6.24)

其中 𝑥 (𝑖 = 0, 1, … , 𝑛)为 𝑔 的零点，𝛾 = (𝑔 , 𝑔 )与正交多项式三项递推关
系（条目 5.13）中的含义一致 (7)。
+6.38 Gauss求积公式系数公式：给定一组首一正交多项式 {𝑔 (𝑥)}，则 Gauss
求积公式 𝑄[𝑓] = ∑ 𝐴 𝑓(𝑥 )中的系数 𝐴 可按

𝐴 = 𝛾
𝑔 (𝑥 )𝑔 (𝑥 ) (𝑖 = 0, 1, … , 𝑛) (6.25)

计算 (8)。
(7)推导也须采用 5.13中的三项递推关系：对其中 ( )的表达式进行若干变换，再对 求和就可得到此
式。

(8)证明思路：根据 为 ( )的条件，将式 (6.23)中的 Langrange插值基函数变换为 ( ) ( )
( ) ( )

即可。
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+6.39 Gauss求积公式截断误差：若 𝑓 ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏]，且 𝑔 (𝑥)为一个首一多
项式，则有

𝑅[𝑓] = 𝛾
(2𝑛 + 2)!𝑓

( )(𝜂). (6.26)

+6.40 Gauss型求积公式的系数全大于 0。(9)

â6.41 Gauss型求积公式的求解过程：

1. 按三项递推关系 (5.1)求出在 [𝑎, 𝑏]上关于 𝜔(𝑥)正交的多项式 𝑔 (𝑥)；
2. 求出 𝑔 (𝑥)的 𝑛 + 1个根 𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 。
3. 按式 (6.25)求解积分公式中的系数。
4. 按 (6.26)式的结果求解误差。

â6.42 Gauss求积公式的稳定性：设计算函数值 𝑓(𝑥 )时的舍入误差可表示为

|𝑓(𝑥 ) − �̃�(𝑥 )| ≤ 𝜀

其中 𝜀为各子区间上最大的舍入误差限，则总的舍入误差估计为

𝐸 = 𝐴 𝑓(𝑥 ) − 𝐴 �̃�(𝑥 ) ≤ 𝐴 𝜀. (6.27)

对 Gauss求积公式，所有的 𝐴 均为正，故有

𝐴 = 𝐴 = 𝜔(𝑥)d𝑥 = 𝛾

从而说明 𝐸 ≤ 𝛾 𝜀，舍入误差可控。这说明 Gauss求积公式是稳定的。

§6.3 数值微分公式
â6.43 最基本的算法：割线代切线

𝑓 (𝑥 ) ≈ 𝑓(𝑥 ) − 𝑓(𝑥 )
𝑥 − 𝑥 = 𝐴 𝑓(𝑥 ) + 𝐴 𝑓(𝑥 )

可见数值微分公式与数值积分公式本质相同，均为个别点函数值的组合。其缺
陷与近似积分法（条目 6.5）相同：误差无法估计。为此，应直接从一般的公
式入手，在给定条件下直接求解节点与系数，并估计误差。

(9)证明：对 ( ) ( )应用 Gauss求积公式。与之相反，Newton-Cotes公式的系数无法满足此种条件。
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â6.44 插值型数值微分公式：用插值多项式 𝐿 (𝑥)代替原有函数 𝑓(𝑥)，求其导
数：

𝑓(𝑥) = 𝐿 (𝑥) + 𝑅 (𝑥) ⇒ 𝑓( )(𝑥) = 𝐿( )(𝑥) + 𝑅( )(𝑥).

â6.45 插值型公式的误差估计：

𝑅( )(𝑥) = d
d𝑥

𝑓( )(𝜉)
(𝑛 + 1)! 𝜋 (𝑥) = d

d𝑥 𝑓[𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 , 𝑥]𝜋 (𝑥)

+6.46 差商的导数有如下性质：

d
d𝑥 𝑓[𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 , 𝑥] = (𝑘!) ⋅ 𝑓[𝑥 , 𝑥 ,⋯ , 𝑥 , 𝑥, 𝑥,⋯ , 𝑥]. (6.28)

â6.47 两点数值微分公式（𝑛 = 1, 𝑘 = 1）：对 𝑥 , 𝑥 , 𝑥三点作 Newton插值 (10)，
利用差商导数的性质对插值多项式 𝑓(𝑥)求导，可以求得

𝑓 (𝑥) = 𝑓[𝑥 , 𝑥 ] + 𝑓[𝑥 , 𝑥 , 𝑥, 𝑥](𝑥 − 𝑥 )(𝑥 − 𝑥 ) + 𝑓[𝑥 , 𝑥 , 𝑥](2𝑥 − 𝑥 − 𝑥 )

分别代入 𝑥 与 𝑥 可得两个数值微分公式：

𝑓 (𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ) − 𝑓(𝑥 )
𝑥 − 𝑥 + 1

2𝑓 (𝜉 )(𝑥 − 𝑥 ) (6.29)

𝑓 (𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ) − 𝑓(𝑥 )
𝑥 − 𝑥 + 1

2𝑓 (𝜉 )(𝑥 − 𝑥 ) (6.30)

可用记号 ℎ = 𝑥 − 𝑥 简化写法。
â6.48 三点数值微分公式（𝑛 = 2, 𝑘 = 1）：设三个等距（间距为 ℎ）节点分别为
𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ，用 Newton插值多项式可得到

𝑓 (𝑥 ) = 1
2ℎ[−3𝑓(𝑥 ) + 4𝑓(𝑥 ) − 𝑓(𝑥 )] + ℎ

3 𝑓 (𝜉 ) (6.31)

𝑓 (𝑥 ) = 1
2ℎ[−𝑓(𝑥 ) + 𝑓(𝑥 )] − ℎ

6 𝑓 (𝜉 ) (6.32)

𝑓 (𝑥 ) = 1
2ℎ[𝑓(𝑥 ) − 4𝑓(𝑥 ) + 3𝑓(𝑥 )] + ℎ

3 𝑓 (𝜉 ). (6.33)

â6.49 三点二阶数值微分公式（𝑛 = 2, 𝑘 = 2）：在以上公式推导过程中再求一
(10)也可用 Lagrange插值法，并直接使用 Lagrange插值法的误差估计式。
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次导，分别代入三个等距节点即得

𝑓 (𝑥 ) = 1
ℎ [𝑓(𝑥 ) − 2𝑓(𝑥 ) + 𝑓(𝑥 )] − ℎ𝑓 (𝜉 ) + ℎ

6 𝑓( )(𝜉 ) (6.34)

𝑓 (𝑥 ) = 1
ℎ [𝑓(𝑥 ) − 2𝑓(𝑥 ) + 𝑓(𝑥 )] − ℎ

12𝑓
( )(𝜉) (6.35)

𝑓 (𝑥 ) = 1
ℎ [𝑓(𝑥 ) − 2𝑓(𝑥 ) + 𝑓(𝑥 )] + ℎ𝑓 (𝜉 ) + ℎ

6 𝑓( )(𝜉 ). (6.36)

â6.50 一般，常用以下两个在区间中点 𝑥 取得的数值微分公式：

𝑓 (𝑥) = 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥 − ℎ)
2ℎ − ℎ

6 𝑓 (𝜉), (6.37)

𝑓 (𝑥) = 𝑓(𝑥 + ℎ) − 2𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + ℎ)
ℎ − ℎ

12𝑓
( )(𝜉). (6.38)

â6.51 数值微分的待定系数法：类似于数值积分，用待定系数法追求更高的代
数精度 (11)。
06.52 给定 𝑥 , 𝑥 ，为求得下列形式的数值微分公式

𝑓 (𝑥 ) ≈ 𝑐 𝑓(𝑥 ) + 𝑐 𝑓 (𝑥 ) + 𝑐 𝑓(𝑥 )

中系数 𝑐 , 𝑐 , 𝑐 的值，首先期望该公式具有𝑚 = 2的代数精度 (12)，进而可依
次代入 𝑓(𝑥) = 1、𝑓(𝑥) = 𝑥、𝑓(𝑥) = 𝑥 ：

⎧⎪
⎨⎪⎩

−𝑐 − 𝑐 = 0
−𝑐 − 𝑐 ℎ = 0
2 − 𝑐 ℎ = 0

⇒
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑐 = −
𝑐 = −
𝑐 =

可将 𝑓(𝑥) = 𝑥 代入最终的公式中，解得 𝑅[𝑓] = −2ℎ ≠ 0，故该公式的代数精
度止于 2。此处可用广义 Peano定理，取 𝑥 , 𝑥 , 𝑥 三个节点构筑 𝑒(𝑥)，从而

𝑅[𝑓] = 𝑅[𝑒(𝑥)] = 𝑒 (𝑥 ) − − 2
ℎ 𝑒(𝑥 ) + 2

ℎ𝑒 (𝑥 ) − 2
ℎ 𝑒(𝑥 )

= 𝑒 (𝑥 ) = −ℎ3𝑓 (𝜉).

（当然，也可以用「24K金法」，将 𝑓(𝑥) = 𝑥 直接代入 𝐼[𝑓] = 𝑅[𝑓]之中，求得
系数 𝐾 = − 。）
(11)此处，代数精度的定义与插值函数、数值积分中的相同。
(12)此时刚好可列出三个方程解出三个系数。
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â6.53 Richardson外推法：类似于 Romberg积分法，用低精度公式递推出高精
度公式。
â6.54 变步长微分法：类于数值积分中的类似方法。
06.55 欲求得数值微分公式

𝑓 (𝑥) ≈ 𝐴𝑓(𝑥 − ℎ) + 𝐵𝑓(𝑥) + 𝐶𝑓(𝑥 + ℎ)

中的系数 𝐴, 𝐵, 𝐶，可利用 Taylor公式展开等式右侧的 𝑓(𝑥 − ℎ)与 𝑓(𝑥 − ℎ)：

𝑓 (𝑥) = (𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑓(𝑥) + (−𝐴 + 𝐶)ℎ𝑓 (𝑥) + (𝐴 + 𝐶)ℎ2 𝑓 (𝑥) + 𝑅(𝑥)

其中 𝑅(𝑥)为余项。左右对应项相等，故有

⎧⎪
⎨⎪⎩

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0
−𝐴 + 𝐶 = 0
𝐴 + 𝐶 =

⇒
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝐴 = −
𝐵 = −
𝐶 =

故可推出数值微分公式为

𝐷 [𝑓] = 1
ℎ [𝑓(𝑥 − ℎ) − 2𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + ℎ)]

为提高该公式的精度，可再取 ℎ/2为步长 (13)，能递推出近似关系

𝑓 (𝑥) − 𝐷 [𝑓] ≈ 1
4(𝑓 (𝑥) − 𝐷 [𝑓]) ⇒ 𝑓 (𝑥) ≈ 1

3 4𝐷 [𝑓] − 𝐷 [𝑓] .

记 𝐷[𝑓] = 𝐷 [𝑓] − 𝐷 [𝑓]，该公式相较于上式更为精确。

(13)从这里出发，就可以如 Romberg积分法的推导过程一样，导出形式类似的 Richardson外推法。详见李乃
成、梅立泉《数值分析》第 205 – 206页 6.4.3节「外推求导法」。
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â7.1 非线性方程：在化简方程为 𝑓(𝑥) = 0的形式后，𝑓(𝑥)中含有 𝑥的非线性
项，如 𝑥 、sin 𝑥、e 等。线性方程以外的代数、函数方程均是非线性方程。
â7.2 非线性方程的迭代解法：泛指在已知结果的基础上，从给定初值 𝑥( )出
发，利用统一的迭代格式 𝑥( ) = 𝑓(𝑥( ))，使递推数列 {𝑥( )}逼近方程解 𝑥∗
的解法。
â7.3 迭代解的要素：

1. 迭代格式 𝑥( ) = 𝑓(𝑥( ))的构造；
2. 初值 𝑥( )的选取；
3. 迭代数列 {𝑥( )}的收敛性与正确性；
4. 迭代终止条件与误差估计。

§7.1 迭代法简述
â7.4 二分法：根据零点存在定理，不断二分方程之解所在的区间，用「区间
套」逼近方程之解。二分法过程稳定，但运算量大（需反复计算函数值），且
收敛较慢 (1)，故常用于初步确定初值 𝑥( )的范围（而不用于确定最终解）。

( )( )

( )( )

图 7.1:二分法示意（重叠的灰色格子即不断缩窄的区间套）

â7.5 简单迭代法：构造非线性方程 𝑓(𝑥) = 0的同解变形 𝑥 = 𝜑(𝑥)，例如

𝑥 = 𝑥 − 𝑓(𝑥), 𝑥 = 𝑥 − 𝑘𝑓(𝑥)
(1)每迭代 次，解所在的区间范围缩小到原来的 / ≈ / ，相当于提高了 位有效数字。也即：
需要迭代超过 次才能增加解的一位有效数字。

Q Y X F



§7.1 迭代法简述 47

等，再构造对应迭代格式为
𝑥 = 𝜑(𝑥 ). (7.1)

若 {𝑥 } 收敛到 𝑥∗，且 𝜑(𝑥) 也在 𝑥∗ 处连续，则对以上方程左右取极限即得
𝑥∗ = 𝜑(𝑥∗)，说明该迭代法可以逼近方程之解。
â7.6 Newton法：设非线性方程 𝑓(𝑥) = 0之解为 𝑥∗，即 𝑥∗ = 0，将其在 𝑥 处
展开可得

𝑓(𝑥 ) + 𝑓 (𝑥 )(𝑥∗ − 𝑥 ) +⋯ = 0 (7.2)
舍去二阶项，有 𝑓(𝑥 ) + 𝑓 (𝑥 )(𝑥∗ − 𝑥 ) ≈ 0，进而可变换得到

𝑥∗ ≈ 𝑥 − 𝑓(𝑥 )
𝑓 (𝑥 )

改写其为一个迭代格式即得

𝑥 = 𝑥 − 𝑓(𝑥 )
𝑓 (𝑥 ) (7.3)

可验证该方程确为 𝑓(𝑥) = 0的同解变形，故该迭代格式收敛时必能得到方程
之解。（根据 Newton法的几何意义，其又被称为切线法。）
â7.7 改进 Newton法：在上面的展开式 (7.2)中保留到二次项，可解得：

𝑥∗ ≈ 𝑥 + −𝑓 (𝑥 ) ± 𝑓 (𝑥 ) − 2𝑓(𝑥 )𝑓 (𝑥 )
𝑓 (𝑥 )

分母中的正负号不定，故可写出两种迭代格式：

�̃� = 𝑥 − 𝑓 (𝑥 ) + sgn(𝑓 (𝑥 )) 𝑓 (𝑥 ) − 2𝑓(𝑥 )𝑓 (𝑥 )
𝑓 (𝑥 ) , (7.4)

𝑥 = 𝑥 − 2𝑓(𝑥 )
𝑓 (𝑥 ) + sgn(𝑓 (𝑥 )) 𝑓 (𝑥 ) − 2𝑓(𝑥 )𝑓 (𝑥 )

. (7.5)

选取 �̃� 与 𝑥 中距离 𝑥 更近者，作为下一步迭代时的 𝑥 即可。
â7.8 简化 Newton法：若 𝑓 (𝑥)难以计算，可将迭代格式 (7.3)改写为

𝑥 = 𝑥 − 𝑓(𝑥 )
𝑓 (𝑥 ) (7.6)

即始终采用初值点处导数近似表示 𝑓 (𝑥 )。
â7.9 弦割法 (2)：将迭代格式 (7.3)中的导数 𝑓 (𝑥 )用两点数值微分公式代替，
可得到：

(2)弦割法的提出已有相当历史，西安交大 120周年校庆时提出的「风云两甲子，弦割三世纪」即是为纪念其
悠久的历史而作。
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48 第七章 非线性方程迭代解法

• 若用 𝑥 与 𝑥 作为迭代格式中的两点，则得

𝑥 = 𝑥 − 𝑓(𝑥 )
( ) ( ) = 𝑥 − 𝑓(𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )

𝑓(𝑥 ) − 𝑓(𝑥 ) (7.7)

此即两点弦割法。

• 若用 𝑥 与 𝑥 作为迭代格式中的两点，则得

𝑥 = 𝑥 − 𝑓(𝑥 )
( ) ( ) = 𝑥 − 𝑓(𝑥 )(𝑥 − 𝑥 )

𝑓(𝑥 ) − 𝑓(𝑥 ) (7.8)

此即单点弦割法。

â7.10 弦割法需要给定两步初值 𝑥 与 𝑥 才能进行，它们通常由其他方法获得。
â7.11 切线法与弦割法的几何意义：如图 7.2所示。

( )

( )( )

( )

Newton法

( )

( )( )

( )

简化 Newton法

( )

( )

( )

( )

( )

两点弦割法

( )

( )

( )

( )

( )

单点弦割法

图 7.2:迭代解法的几何意义

§7.2 迭代法的收敛理论
â7.12 迭代法的两种收敛性：设非线性方程 𝑓(𝑥) = 0在 [𝑎, 𝑏]上有解 𝑥∗，取定
迭代格式 𝑥 = 𝜑(𝑥 )与初值 𝑥 。若

• 存在 𝑥∗ 的一个小邻域，使得只要 𝑥 在此邻域中就能保证 {𝑥 }收敛(3) ，
则称迭代格式局部收敛；

• 对任意的 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]，都有 {𝑥 }收敛，则称迭代格式全局收敛。
(3)根据迭代格式的意义，当 { }收敛时其必收敛于 ∗。
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+7.13 全局收敛定理（压缩映射原理）：设 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]，且满足：

1. 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]时，𝜑(𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏]；
2. 存在 𝐿 ∈ [0, 1)，使得对任意的 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]都有

|𝜑 (𝑥)| ≤ 𝐿 < 1. (7.9)

则由 𝜑(𝑥)所构造的 𝑥 = 𝜑(𝑥 )将是一个在 [𝑎, 𝑏]上全局收敛的迭代数列，
且其满足以下误差估计式：

|𝑥∗ − 𝑥 | ≤ 𝐿
1 − 𝐿|𝑥 − 𝑥 |, （先验估计） (7.10)

|𝑥∗ − 𝑥 | ≤ 1
1 − 𝐿|𝑥 − 𝑥 |. （事后估计） (7.11)

â7.14 以上定理的结果，仅是全局收敛的充分条件，而非必要条件。
+7.15 局部收敛定理：设方程 𝑓(𝑥) = 0有解 𝑥∗，利用其同解变形构造了一个迭
代格式 𝑥 = 𝜑(𝑥 )。若存在 𝑥∗的某邻域 [𝑥∗ − 𝛿, 𝑥∗ + 𝛿]使

|𝜑 (𝑥)| ≤ 𝐿 < 1

则迭代格式 𝑥 = 𝜑(𝑥 )在该邻域上局部收敛。
+7.16 Newton迭代法的局部收敛定理：设非线性方程 𝑓(𝑥) = 0有解 𝑥∗，在 𝑥∗
附近 𝑓(𝑥)二阶连续可微，𝑓 (𝑥∗) ≠ 0，则 Newton迭代格式 (7.3)在 𝑥∗的充分
小邻域内局部收敛。（或：当初值 𝑥 充分靠近 𝑥∗时，Newton迭代法收敛。）
+7.17 Newton迭代法的全局收敛定理：设非线性方程 𝑓(𝑥) = 0在 [𝑎, 𝑏]上有解
𝑥∗，且 𝑓(𝑥)在 [𝑎, 𝑏]上二阶连续可微。则 Newton迭代格式 (7.3)在 [𝑎, 𝑏]上全
局收敛的充分条件是：

1. 𝑓(𝑎) ⋅ 𝑓(𝑏) < 0；
2. 对任意的 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]，𝑓 (𝑥) ≠ 0；
3. 𝑓 (𝑥)在 [𝑎, 𝑏]上不变号；
4. 初值 𝑥 满足 𝑓(𝑥 )𝑓 (𝑥 ) > 0。

+7.18 弦割法局部收敛的条件与 Newton法类似，只要 𝑥 , 𝑥 两步初值充分靠
近 𝑥∗。
+7.19 弦割法全局收敛定理：在 Newton法的所有条件之基础上，还应附加满
足 𝑓(𝑥 )𝑓 (𝑥 ) > 0。
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50 第七章 非线性方程迭代解法

+7.20 收敛阶：设 {𝑥 }按某种迭代格式收敛于方程的解 𝑥∗，若存在常数 𝑝 ≥ 1
与 𝑐 > 0使条件

lim
→

|𝑥∗ − 𝑥 |
|𝑥∗ − 𝑥 | = 𝑐 ≠ 0 (7.12)

成立，则称 {𝑥 }以 𝑝阶收敛到方程之解。称 𝑐为渐进误差常数。
â7.21 𝑝 = 1时，称为线性收敛，否则称为超线性收敛。
+7.22（整数）收敛阶定理：设 𝜑(𝑥)在不动点上 𝑥∗的邻域内有连续的 𝑝阶导
数，则由 𝑥 = 𝜑(𝑥 )生成的 {𝑥 }以 𝑝阶收敛的充要条件是：

𝜑 (𝑥∗) = 𝜑 (𝑥∗) = ⋯ = 𝜑( )(𝑥∗) = 0, 𝜑( )(𝑥∗) ≠ 0.

â7.23 常见迭代格式的收敛阶：

• 简单迭代法：当 0 < |𝜑 (𝑥∗)| < 1时线性收敛。
• Newton法：当 𝑓 (𝑥) ≠ 0时二阶收敛。
• 两点弦割法：满足收敛条件时具有 𝑝 = √ ≈ 1.618的收敛阶，超线性
收敛。

• 单点弦割法：满足收敛条件时线性收敛。

â7.24 加速收敛方法：促使原来收敛较慢的算法更快收敛，或使原来发散的迭
代格式变为收敛。
â7.25 松弛因子加速法：对迭代格式 𝑥 = 𝜑(𝑥)，在方程左右减去一带松弛因子
𝜔的项 𝜔𝑥，得

𝑥 − 𝜔𝑥 = 𝜑(𝑥) − 𝜔𝑥

进而可得新的收敛格式

𝑥 = 𝜑(𝑥) − 𝜔𝑥
1 − 𝜔 = 𝜓(𝑥) (7.13)

为检查该迭代格式的收敛性，可以对其求导得

𝜓 (𝑥) = 1
1 − 𝜔(𝜑 (𝑥) − 𝜔)

若代入 𝜔 = 𝜑 (𝑥∗)，则在 𝑥∗附近时 |𝜓(𝑥∗)|相当小，由此即可保证 |𝜓 (𝑥)| ≤
𝐿 < 1的条件成立（将发散的迭代格式改进为收敛的），并提高收敛速率。
â7.26 Aitken加速法：略 (4)。

(4)参见李乃成、梅立泉《数值分析》第 228页「艾特肯加速法」，该加速方法是在假设迭代格式线性收敛的
情况下作出的。
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â8.1 本章只涉及一阶常微分方程初值问题 (1)：

𝑦 (𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
𝑦(𝑎) = 𝑦 .

(8.1)

+8.2 解的存在唯一性：在由式 (8.1)所述的初值问题中，若 𝑓(𝑥, 𝑦)在区域

𝐷 = {(𝑥, 𝑦)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,−∞ < 𝑦 < +∞}

中连续，且存在一个常数 𝐿使得对任意选取的 𝑦与 �̄�都有 (2)

|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, �̄�)| ≤ 𝜕𝑓
𝜕𝑦(𝑦 − �̄�) ≤ 𝐿|𝑦 − �̄�|, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

则该初值问题在 [𝑎, 𝑏]上存在唯一连续可微解 𝑦 = 𝑦(𝑥)。
â8.3 数值解：用数值计算方法，求出初值问题 (8.1)在给定的若干节点 𝑥 ∈
[𝑎, 𝑏]上的解 𝑦 ≈ 𝑦(𝑥 )。
â8.4 一般记 𝑥 处的精确解为 𝑦(𝑥 )，数值近似解则记为 𝑦。

§8.1 常用解法的导出

â8.5 数值微分法：在初值问题 (8.1)中，用某一数值微分公式

𝑦 (𝑥 ) = 𝑦 + 𝑅[𝑦]

（其中 𝑦 为近似解，𝑅[𝑦]为误差项）替换原方程中的 𝑦 (𝑥 )，进而求出一个求
解 𝑦 的数值公式，误差估计由 𝑅[𝑦]给出。

(1)其他可能的问题包括：更高阶的常微分方程初值问题，以及常微分方程边值问题等。
(2)不等式中的第一个不等号，来自于多元函数的拟微分中值定理。
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â8.6 Euler法：在 (8.1)中代入 𝑥 = 𝑥 ，并利用 𝑥 与 𝑥 间的两点数值微分公
式 (6.29)替换 𝑦 (𝑥 )，可得到关系式

𝑦(𝑥 ) − 𝑦(𝑥 )
ℎ − 1

2𝑦 (𝜉 )ℎ = 𝑓(𝑥 , 𝑦(𝑥 ))

作局部化假设 𝑦(𝑥 ) = 𝑦 （即认为 𝑥 处的解已准确算出），并略去关于 ℎ的高
阶项，则可最终获得关于 𝑦 的递推关系

𝑦 = 𝑦 + ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 ) (8.2)

此法称为 Euler法。
â8.7 局部截断误差：根据两点数值微分公式的误差，可知 Euler法的截断误
差为

𝑅[𝑥 ] = ℎ
2 𝑦 (𝜉 ). (8.3)

â8.8 全局截断误差：在局部化假设处处成立 (3)之前提下，全局误差可估计为

𝑅(𝑥 ) = 𝑅[𝑥 ] = 𝑏 − 𝑎
2 ⋅ ℎ𝑓 (𝜉). (8.4)

â8.9 后退 Euler法：在初值问题中代入 𝑥 = 𝑥 ，并利用 𝑥 与 𝑥 间的两点
数值微分公式 (6.30)替换 𝑦 (𝑥 )，可得到关系式

𝑦(𝑥 ) − 𝑦(𝑥 )
ℎ − 1

2𝑦 (𝜉 )ℎ = 𝑓(𝑥 , 𝑦(𝑥 ))

作局部化假设 𝑦 = 𝑦(𝑥 )并略去关于 ℎ的高阶项，可获得关系式

𝑦 = 𝑦 + ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 ) (8.5)

此法称为后退 Euler法。
â8.10 后退 Euler法中，𝑦 不能显式解出，在 𝑓为非线性函数时必须采用迭代
解法，称该法为隐式解法；Euler法中可直接由 𝑥 解出 𝑦 ，故称为显式解法。
â8.11 后退 Euler法的局部截断误差为

𝑅[𝑥 ] = −ℎ2 𝑦 (𝜉 ), (8.6)

与 Euler法的符号相反。
(3)即每一步所用的前提条件都准确无误。
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â8.12 中点法：在初值问题中代入 𝑥 = 𝑥 ，并代入中点处的三点微分中值公
式 (6.35)，可得到关系式

𝑦(𝑥 ) − 𝑦(𝑥 )
2ℎ − ℎ

6 𝑦 (𝜉 ) = 𝑓(𝑥 , 𝑦(𝑥 ))

作局部化假设 𝑦 = 𝑦(𝑥 )并略去关于 ℎ的高阶项，可获得关系式

𝑦 = 𝑦 + 2ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 ) (8.7)

此法称为中点法。
â8.13 中点法中，应用了 𝑥 与 𝑥 两个前提条件，为此需在初值条件 𝑦 的基础
上额外补充表头元素 𝑦 ，为此称中点法为一个多步法。与此相对，两种 Euler
法都是单步法。
â8.14 多步法的表头元素，常用单步法提供。
â8.15 一般不采用点数更多的数值微分公式：精度提高不明显，且需要补充更
多表头元素；精度受表头元素的制约。
+8.16 公式的精度：若某一微分方程的数值解法的局部截断误差记为 𝑅[𝑥 ]，其
满足

𝑅[𝑥 ] = 𝑦(𝑥 ) − 𝑦 = 𝑂(ℎ )

则称该解法（公式、方法）的精度为 𝑝阶。
â8.17 两种 Euler法的精度均为一阶，中点法为二阶。
â8.18 数值积分法：对微分方程初值问题 (8.1)作积分，得到同解的积分方程问
题

𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑎) + 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥))d𝑥 (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]) (8.8)

在问题中替换区间 [𝑎, 𝑏]为 [𝑥 , 𝑥 ]，再利用数值积分公式替代方程中的积分
表达式，求得关于 𝑦 的关系式。
â8.19 对子区间上积分 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥))d𝑥，采用

• 矩形数值积分公式：可分别获得数值解法

𝑦 = 𝑦 + ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 ) (8.9)
𝑦 = 𝑦 + ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 ) (8.10)

此即 Euler法与倒退 Euler法，均为一阶公式。
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• 梯形公式：可获得数值解法

𝑦 = 𝑦 + ℎ
2[𝑓(𝑥 , 𝑦 ) + 𝑓(𝑥 , 𝑦 )] (8.11)

此公式也称梯形公式，是一个二阶隐式公式，误差估计为

𝑅[𝑥 ] = −ℎ12𝑓 (𝜉 ). (8.12)

• Simpson公式：可获得数值解法

𝑦 = 𝑦 + ℎ
3[𝑓(𝑥 , 𝑦 ) + 4𝑓(𝑥 , 𝑦 ) + 𝑓(𝑥 , 𝑦 )] (8.13)

此公式也称为 Simpson公式，是一个四阶两步隐式公式，误差估计为

𝑅[𝑥 ] = −ℎ90𝑦
( )(𝜉 ). (8.14)

â8.20 Adams显式公式：为求𝑦 的值，给定之前的 (𝑥 , 𝑓 ), (𝑥 , 𝑓 ),
⋯ , (𝑥 , 𝑓 )共 (𝑘 + 1)个点（其中 𝑓 = 𝑓(𝑥 , 𝑦 )），作插值多项式

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 (𝑥) + 𝑅 (𝑥)

以获得 𝑦 (𝑥)的近似表示，进而在同解积分问题中近似代入

𝑦 (𝑥)d𝑥 ≈ 𝐿 (𝑥)d𝑥

从而可以获得一显式的数值解公式

𝑦 = 𝑦 + ℎ
𝐴 ⋅ (𝑏 𝑓 + 𝑏 𝑓 +⋯+ 𝑏 𝑓 ) (𝑖 ≥ 𝑘) (8.15)

𝑅[𝑥 ] = 𝐵 ℎ 𝑦( )(𝜉 ) (8.16)

称为 Adams显式公式。式中的系数 𝐴、𝑓、𝐵 可据实推导，亦可直接查现成的
系数表 (4)。
â8.21 Adams隐式公式：与 Adams显式公式推导类似，但在给定的 𝑘 + 1数据
点中，将最前的 (𝑥 , 𝑦 )替换为待求的 (𝑥 , 𝑦 )，仍作插值多项式，进而
可求解得到一隐式的数值解公式

𝑦 = 𝑦 + ℎ
𝐴∗ ⋅ (𝑏

∗𝑓 + 𝑏∗𝑓 +⋯+ 𝑏∗𝑓 ) (𝑖 ≥ 𝑘) (8.17)

𝑅[𝑥 ] = 𝐵∗ℎ 𝑦( )(𝜉 ) (8.18)

称为 Adams隐式公式。式中系数可据实推导，也可直接查表 (5)。
(4)系数表参见李乃成、梅立泉《数值分析》第 269页表 9.1。
(5)系数表参见李乃成、梅立泉《数值分析》第 270页表 9.2。
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§8.2 预测-校正方法与一般性理论
â8.22 一般而言，显式法易于计算，但隐式法的稳定性较显式法高。
â8.23 可以考虑在求解过程中，先用（低阶）显式公式初步求得 𝑦 的近似值，
再直接代入（高阶）隐式公式中以直接求得更稳定的解。此类方法统称预估-校
正法。
â8.24 改进 Euler法：用 Euler法预估，再用倒退 Euler法校正：

𝑝 = 𝑦 + ℎ(𝑥 , 𝑦 )
𝑦 = 𝑦 + ℎ(𝑥 , 𝑝 )

. (8.19)

此法仍是一阶解法，但稳定性比 Euler法更高，也不用像倒退 Euler法一样隐
式求解。
â8.25 Heun方法：用 Euler法预估，用梯形公式校正：

𝑝 = 𝑦 + ℎ(𝑥 , 𝑦 )
𝑦 = 𝑦 + [𝑓(𝑥 , 𝑦 ) + 𝑓(𝑥 , 𝑝 )]

(8.20)

此法是二阶方法。
â8.26 为考虑更一般的情形，可将 Heun方法改写为

⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑦 = 𝑦 + 𝐾 + 𝐾
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 )
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝐾 )

(8.21)

式中，𝐾 与 𝐾 是利用已有的 (𝑥 , 𝑦 )信息依次用 𝑓推演所得的补充信息。
â8.27 Runge-Kutta法（RK法）：将以上所言的「补充信息」一般化，可得如下
的解法：

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑦 = 𝑦 + 𝜆 𝐾 + 𝜆 𝐾 +⋯+ 𝜆 𝐾
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 )
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 + 𝛼 ℎ, 𝑦 + 𝛽 𝐾 )
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 + 𝛼 ℎ, 𝑦 + 𝛽 𝐾 + 𝛽 𝐾 )
⋮
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 + 𝛼 ℎ, 𝑦 + 𝛽 𝐾 +⋯+ 𝛽 , 𝐾 )

(8.22)
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式中的 𝜆 , 𝛼 , 𝛽 等系数待定。为追求𝑚阶的精度，即达到

𝑅[𝑥 ] = 𝑜(ℎ ) (8.23)

的截断误差，可将 𝑅[𝑥 ]的表达式在 𝑥 处展开，使其低于𝑚+ 1次各项系数为
0，进而列方程确定式 (8.22)中各项系数。此类方法统称为 Runge-Kutta法。
â8.28 实际问题中，方程数往往小于系数个数，此时可自由选取个别系数，以
确定其他系数。（由此得到的是不同的解法。）
08.29 二阶 Runge-Kutta法：改进 Euler法，变形 Euler法 (6)。
08.30 四阶 Runge-Kutta法：最常用者为标准四级四阶 R-K法：

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝑦 = 𝑦 + (𝐾 + 2𝐾 + 2𝐾 + 𝐾 )
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 , 𝑦 )
𝐾 = ℎ𝑓 𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝐾
𝐾 = ℎ𝑓 𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝐾
𝐾 = ℎ𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝐾 )

(8.24)

â8.31 Runge-Kutta是单步显式方法，可直接求解，精度很高。缺点是计算量大。
â8.32 可将之前所提的所有解法统一成以下的形式：

𝑦 = 𝛼 𝑦 + ℎ 𝛽 𝑓 . (8.25)

当 𝐾 = 0时，其表示了一个单步法，否则表示了一个多步法。当 𝛽 = 0时，
其表示了一个显式公式，否则表示的是隐式公式。含 𝑦 的项决定了方程的步
数，而含 𝑓 的项决定了方程的阶数。
â8.33 待定系数法：对由 (8.25)概括的数值解法，可计算其截断误差

𝑅[𝑥 ] = 𝑦(𝑥 ) − 𝑦 = 𝑦(𝑥 ) − 𝛼 𝑦(𝑥 ) − ℎ 𝛽 𝑦 (𝑥 ). (8.26)

利用 Taylor公式将 𝑅[𝑥 ]中各项在 𝑥 处展开，为尽可能地使方法有高的精度，
设其各低次项的系数为 0，由此即可列解系数方程。进而可用广义 Peano定理
或「24K金法」求解截断误差的系数。

(6)参见李乃成、梅立泉《数值分析》第 275页「变形欧拉法」。
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08.34 为确定所有可能的三阶两步方法，根据一般形式 (8.25)可设出如下形式
的解法：

𝑦 = 𝛼 𝑦 + 𝛼 𝑦 + ℎ(𝛽 𝑓 + 𝛽 𝑓 + 𝛽 𝑓 )

计算其截断误差为

𝑅[𝑥 ] = 𝑦(𝑥 )−𝛼 𝑦(𝑥 )−𝛼 𝑦(𝑥 )−ℎ[𝛽 𝑦 (𝑥 +ℎ)+𝛽 𝑦 (𝑥 )+𝛽 𝑦 (𝑥 −ℎ)]

取 𝑥 = 0，并令 𝑅[𝑥 ] = 0 (𝑘 = 0, 1, 2, 3)（3阶精度），可得

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

1 − 𝛼 − 𝛼 = 0
ℎ[1 + 𝛼 − (𝛽 + 𝛽 + 𝛽 )] = 0
ℎ [1 − 𝛼 − 2(𝛽 − 𝛽 )] = 0
ℎ [1 + 𝛼 − 3(𝛽 + 𝛽 )] = 0

此时有 4个方程 5个未知数，其中一个未知数可任意决定。设 𝛼 任意，则可
将其他 4个未知数表示为：

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝛼 = 1 − 𝛼
𝛽 =
𝛽 =
𝛽 =

考虑 𝛼 的不同取值：

1. 若取 𝛼 = 0，则有 𝛼 = 1，𝛽 = ，𝛽 = ，𝛽 = − ；此即 𝑘 = 2
的 Adams隐式公式。

2. 若取 𝛼 = 1，则有 𝛼 = 0，𝛽 = 𝛽 = ，𝛽 = ；此即 Simpson公式，
其精度事实上为 4阶。

3. 也可以取 𝛼 为其他值，得到不同的公式。

â8.35 恭喜你把笔记看完了，请喝口水休息一下。
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附录：考试内容评析

• 在本校，与「数值计算方法」相关的课程大致可以分为工科生的计算方
法与数学系学生的数值分析两大类。后者较前者难度更高，对计算与证
明过程有更详细的考察；而目前流传的「往年试卷」中，往往以数值分析
的考卷居多，这会给修计算方法课程的同学造成误导。因此，请不要过于
相信这些「往年考卷」。

• 关于复习：复习过程中并不需要做太多的「练习」，只需牢记相关知识点
和例题即可。仅就这份笔记而言，考试中所有可能出现的知识点均已涉
及到了。

• 关于考试题型：从近几年的情况来看，一般分为填空题和计算题两大类，
各占一半左右的分数。其中：

– 填空题主要考察知识点，基本上不需要计算（口算就能解决）。大多
数题目都有「窍门」，很多看似复杂的题目之结果其实非常简单。课
程中所有的基础知识点都有可能涉及到。分值很高，注意不要丢分。

– 计算题更像是「证明题」或「简答题」，主要目的在于考察学生对各
类计算方法原理的理解应用能力（主要）或推导证明能力（次要）。
具体的数值计算量并不大。

• 计算题常见考点：以下考点基本上是固定的，在作业题中也时常操练，不
需要特别担心。

– 对矩阵做 LU分解；
– 判断三种线性方程迭代法的收敛性（近年来较少考，但有可能出此
类题目）；

– 对给定数据点做 Newton插值；
– 利用待定系数法推导简单的数值积分公式，使之达到指定代数精度；
– 判断非线性方程迭代格式的收敛性。
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三对角矩阵, 10
三弯矩方程, 25
三次样条函数, 25
三次样条插值, 24
三项递推关系, 29
上溢, 2
下溢, 2
两点弦割法, 48
严格对角占优矩阵, 6
中点法, 53
二分法, 46
代数精度, 36

全局截断误差, 52
全局收敛, 48
全局收敛定理, 49
函数内积（区间）, 27
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函数范数, 28
分段三次 Hermite插值, 24
分段二次插值, 23
分段线性插值, 23
切线法, 47
列主元 Gauss消元法, 6
加速收敛方法, 50
单步法, 53
单点弦割法, 48
变步长微分法, 45
变步长积分法, 37
后退 Euler法, 52
向量序列收敛, 13
向量范数, 11
复化 Cotes公式, 37
复化 Simpson公式, 36
复化梯形公式, 36
复化求积公式, 36
多步法, 53
局部截断误差, 52
局部收敛, 48
局部收敛定理, 49
差商, 20
差商表, 21
常微分方程数值解待定系数法, 56
常微分方程数值解法精度, 53
常微分方程解存在唯一性, 51
平方根法, 10
广义 Peano定理, 39
序列收敛定理, 13
弦割法, 47
待定系数法, 39

插值函数, 18
插值型数值微分公式, 43

插值多项式, 18
插值条件, 18
插值点, 18
收敛阶, 50
收敛阶定理, 50
改进 Euler法, 55
改进 Newton法, 47
改进平方根法, 10
数值微分待定系数法, 44
数值微分法, 51
时间单位, 1
显式解法, 52
最优平方逼近多项式, 30
最小二乘拟合多项式, 29
最小二乘法, 31
条件数, 3, 4, 12
松弛因子加速法, 50
标准正交函数族, 28
梯形公式, 35, 54
正交, 28
正交函数, 28
正交函数族, 28
正交多项式, 28
正规方程组, 30
残向量, 10
浮点数, 1
浮点数集, 2
浮点运算, 1
浮点运算量, 1

相容性, 11
真值, 1
矩阵序列收敛, 13
矩阵范数, 11
稀疏矩阵, 10
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稳定性, 4
简化 Newton法, 47
简单迭代法, 46
算子范数, 11
线性收敛, 50

舍入误差, 2
范数, 11
被插函数, 18
规格化浮点数, 2
误差向量, 10
误差多项式, 19
谱半径, 11
超松弛迭代法, 15
超线性收敛, 50
近似值, 1
迭代格式, 13
迭代法收敛性, 48
追赶法, 10

重节点法, 22
隐式解法, 52
非线性方程, 46
预估-校正法, 55
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